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RESUME. Le transport des sediments par l'action des houles et des courants provoque, par 
l'intermediaire des processus de depot et d'erosion, des modifications des fonds des 
rivieres, des estuaires et des mers. L'objet du present article est de comparer deux schemas 
numeriques utilises pour discretiser /'equation de conservation des fonds, dans le contexte 
de Ia methode des elements finis. Le premier de type Lax-Wendroff, le second base sur Ia 
methode des caracteristiques. 

ABSTRACT. Sediment transport, under waves and currents action, modify bed topography of 
rivers, estuaries and seas, by means of deposition and erosion processes. The aim of this 
article is to compare two numerical schemes, used to discretise the bed continuity 
equation, in the context of the finite element method. The first one is a Lax-Wendroff 
type scheme and the other one is based on the characteristic method. 
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Introduction 

Les mouvements de sediments sous les actions dynamiques de l'eau et du vent 
affectent grandement l'equilibre de nos littoraux et de nos rivieres. Ces remaniements 
sedimentaires, qui resultent des processus d'erosion et de depot, peuvent provoquer 
des mutations irreversibles de l'ecosysteme, et a voir egalement des consequences sur 
la tenue des ouvrages implantes sur le littoral ou en riviere. 

L'etude de ces phenomenes est complexe, car elle necessite la connaissance d'un 
grand nombre de parametres, ainsi que de leurs interactions. Les domaines physiques 
concernes peuvent etre tres etendus et les evolutions s'etaler sur de tongues periodes 
de temps. Dans ce cas, il est souvent difficile, voire impossible, d'utiliser des 
modeles physiques pour reproduire ces phenomenes. Le recours aux modeles 
numeriques constitue alors une solution bien adaptee et moins cofiteuse. 

Actuellement, la modelisation numerique en sedimentologie est en plein essor, 
grace aux progres de la connaissance des phenomenes physiques, au developpement 
tres rapide de la puissance des ordinateurs ainsi qu'aux progres de la modelisation de 
l'hydrodynamique (boule-courant). Un certain nombre d'outils ont ete developpes, 
mais ils restent encore peu operationnels, car isoles les uns des autres, ne permettant 
de resoudre qu'un type de processus et non les problemes dans toute leur complexite. 

Il est done apparu judicieux, de la part de certains organismes franc;ais interesses 
par la modelisation numerique en hydraulique : 

• le Service Technique Central des Ports Maritimes et des Voies Navigables 
(STCPMVN) de Ia Direction des Ports et de la Navigation Maritimes (DPNM) ; 

•le Laboratoire National d'Hydraulique (LNH) d'Electricite de France ; 
• Ia SOGREAH associee au Laboratoire d'Hydraulique de France (LHF) ; 
• l'Universite de Technologie de Compiegne (UTC) ; 

de se regrouper sur le theme de la "sedimentologie" pour developper, en commun, un 
produit de tres haut niveau, fruit des dernieres innovations en matiere de 
connaissance des phenomenes physiques et de methodes numeriques. 

Ce produit consistera en un systeme logiciel coherent, denomme SISYPHE, 
simulant les processus d'erosion-depot generes par les courants et/ou par les houles, 
dans les domaines maritimes et fluviaux. Ce systeme prendra en compte les deux 
dimensions horizontales et, le cas echeant, la dimension verticale des problemes a 
traiter. Les modules numeriques reposeront sur la methode des elements finis 
(maillage non structure). Les developpements que nous presentons ci-apres 
s'inscrivent dans Ia premiere phase de ce projet qui consiste en la conception d'un 
modele de transport de sediments non-cohesifs a granulometrie homogene, par 
charriage ou par transport total. 

Dans ce qui va suivre, nous allons presenter Ia physique des phenomenes pris en 
compte, ainsi que le modele mathematique utilise pour etudier les evolutions des 
fonds soumis au transport sature de sediments. Nous nous interesserons tout 
particulierement a la modelisation numerique associee, pour laquelle nous avons 
compare deux formulations differentes. Nous conclurons enfin sur le choix du 
schema numerique, au travers du passage d'un certain nombre de cas tests. 
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1. La physique des phenomenes 

Le transport solide par charriage et en suspension sont des processus qui 
interviennent dans Ia dynamique generale des milieux marins et fluviaux. Les 
principales composantes, en termes de sollicitations et de processus d'evolution, 
sont les suivantes : 

- le courant et Ia boule qui interviennent comme sollicitations, 

- le transport par charriage qui regroupe les mouvements des particules qui se 
deplacent au voisinage du fond, dans une couche d'epaisseur tres faible (quelques 
diametres de particules), par roulement ou glissement sur le fond ou encore par petits 
sauts (saltation), 

-le transport en suspension a l'interieur de la masse du fluide qui s'etend depuis 
le niveau superieur de la couche de charriage jusqu'a la surface de l'ecoulement, 

- les echanges eventuels entre charriage et suspension, 

- !'evolution du fond du domaine considere, engendre par les processus de 
depot-erosion, relies au transport des particules. 

Nous nous limiterons ici a !'etude du transport de sediments non-cohesifs de type 
sable et nous n'envisagerons que le mode de transport dit sature, qui se developpe 
lorsque le transport effectif s'ajuste a la capacite de transport de l'ecoulement. D'une 
maniere generale, le transport sature concerne le transport par charriage ou le 
transport total (charriage +suspension). 

Faute de moyens d'investigation sophistiques qui seuls permettraient de 
caracteriser les processus physiques qui se developpent a l'interieur d'une couche de 
charriage d'epaisseur tres faible, le transport par charriage a ete jusqu'a present etudie 
d'une maniere empirique. Quand au transport total, il est evalue soit d'une maniere 
globale [ENG 67], soit comme la sommation du transport par charriage et du 
transport en suspension [BIN 72] : etant entendu que ce dernier est sature et que les 
interactions entre les deux processus sont prises en compte. 

Par ailleurs, le transport de sediments par les courants s'accompagne de 
phenomenes de depot et d'erosion, qui contribuent a modifier les fonds, lesquels, a 
leur tour, modifient la distribution des courants. Ces processus sont, en nature, 
totalement imbriques et concomitants. Malgre cela, l'hydrodynamique et !'evolution 
des fonds ont, dans Ia plupart des cas, des constantes de temps differentes : les 
transformations des fonds ne sont perceptibles qu'a !'issue d'intervalles de temps 
assez grands, plusieurs marees en site maritime et quelques mois en site fluvial 
(hormis Ies crues oil il y a interaction immediate entre tous les processus). On peut 
alors proceder au couplage explicite des modeles hydrodynamiques et 
sedimentologiques : solution qui a ete choisie dans cette etude. En outre, le 
transport de sediments est extremement sensible au champ des vitesses (suivant les 
auteurs, son intensite varie en fonction d'une puissance 3 a 5 de la vitesse moyenne), 
ce qui rend toute variation de ce dernier tres perceptible sur !'evolution des fonds. Sur 
le plan mathematique, ceci se traduit par une forte non-linearite de !'equation des 
fonds. 
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La modelisation des fonds a ete etudiee par plusieurs auteurs et de nombreux 
modeles numeriques sont couramment utilises pour simuler les transformations des 
fonds marins ou fluviaux. En France, des modeles monodimensionnels [RAH 89], 
[LEP 72], [GAl 85] ou bidimensionnels en differences finies [HAM 88], [LAT 89], 
[PEC 88], ont ete developpes. Ce n'est que depuis quelques annees que ces 
formulations ont ete etudiees avec la methode des elements finis [TAN 91], [PEL 
91]. Cette expertise, qui recouvre ala fois les domaines physique et numerique, a ete 
mise en commun dans le projet SISYPHE. 

2. Modele mathematique 

La construction d'un modele mathematique de !'evolution des fonds necessite, au 
prealable, de proceder a quelques definitions : 

-les parametres physiques caracteristiques des processus a modeliser ; 
-la loi de conservation du flux sedimentaire ; 
- les lois de comportement empiriques utilisees pour quantifier le transport 

sature de materiaux ; 
- les hypotheses hydrodynamiques utilisees, ainsi que la prise en compte de 

!'interaction vitesses-fond. 

Ce paragraphe a pour objet de presenter le modele de !'evolution des fonds sous 
differentes formes : ecriture forte (relation aux derivees partielles) et ecriture faible 
(modele variationnel). 

2.1. Parametres hydrosedimentaires 

Le schema ci-dessous illustre les variables caracteristiques du domaine physique 
considere, ainsi que la signification des notations utilisees. 

Figure 2.1. Domaine physique 

Niveau de la surface : z. = z. (x,y) 

Niveau du fond : Zc = Zc (x,y) 

Zs Couche de charriage : a (x,y) = Z8 - Zc 

Za 
Zf 

X 

Couche de suspension 
h (x,y) = Z, - Za 

Profondeur d'eau : H (x,y) = z. - Zc 
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Les differents parametres hydrosedimentaires, utilises dans cette etude sont les 

suivants: 

Ps• P : 
'tb: 

'tcr: 

Ch, Ks: 
v: 
d5o: 

masse volumique des sediments sees et du fluide (Kglm3) 

contrainte hydrodynamique moyenne sur le fond (N/m2) 

contrainte critique de mise en mouvement des particules (N/m2) 

coefficient de Chezy (min/sec) ou de Strickler (m113/sec) 
viscosite cinematique du fluide (m2/sec) 
diametre median des materiaux (m) 

qs '<If debit volumique de transport solide (m3/m.sec) et debit volumique du 

fluide (m3/m.sec) par unite de largeur. 
u, v: composantes de Ia vitesse moyenne du fluide sur Ia verticale (m/sec) 

Dans ce qui suit, nous allons nous limiter a l'etude du transport sature, qui est 
constitue soit du transport par charriage a l'interieur de Ia couche d'epaisseur "a", soit 
par le transport total a l'interieur de Ia couche d'epaisseur "H". Cette derniere 
hypothese suppose que le transport en suspension est sature. 

2.2. Loi de conservation 

La loi de conservation du flux sedimentaire de materiaux q(m3/m2
• sec) peut etre 

exprimee sur un volume de controle elementaire ve avec sa surface se. Elle s'ecrit : 

Taux d'accumulation 
de masse dans V e 

Flux interfaciaux 
+ au travers de se = 

Taux de production 
I perte dans ye 

Dans le cas du transport sature, les taux d'accumulation et de production/perte 
sont nuls. II reste : 

f q•ii dS = f div q dV = 0 Jse Jve (2.1) 

soit: 
. _ aq aq aq 

dtv q = x + Y + • = 0 dxdydz (2.2) 

La loi de conservation, sous forme integree sur Ia verticale s'ecrit, pour Ia couche 
de charriage : 

i z.cx,y) (aq aq aq ) 
x+ Y+ • dz=O 

Zf(x,y) dx dy dz (2.3) 

Za(x,y) est remplace par Z8(x,y) pour le transport total. 
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Nous pouvons ecrire en utilisant la fonnule d'integration de Leibnitz : 

(2.4) 

que l'on peut ecrire sous la fonne : 

oqsx + oqsy + q (Za) • ~a I a+ ci{Zf) • ~f Jr = 0 
ax ay 

(2.5) 

avec: 

- ( aza 
2 

aza 
2
)

112 

Ja- 1 +ax +ay- et 

et 

La relation (2.5) s'ecrit sous la fonne : 

oqsx + oqsy + qna (x, y) + qnr (x, y) = 0 
ax ay 

(2.6) 

avec: qna (x, y) = q (Za) • ~a I a et qnf (x, y) = q (Zf) • ~fIt 
q8x(x,y) et q8y(x,y) exprimes en (m3/m.sec) sont les composantes du flux 
sedimentaire total, s'exer~ant sur la couche de charriage, suivant les deux 
directions horizontales. 
q0 a(x,y) et q0 r(x,y) exprimes en (m3/m2.sec), sont les composantes du flux 
sedimentaire, s'exer~ant dans le sens des nonnales (na et nc) a la couche de 
charriage (Fig. 2.1). 

qna est le flux d'echange entre le charriage et la suspension ; 
qnf est le flux d'erosion ou de depot entre le fond et la couche de charriage. 

Dans le cas du transport sature, on suppose que qna = 0. 

Pour le transport total, la couche verticale est representee par la profondeur 
d'eau : H = Z8 - Zr, avec qns = 0. 
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Nous obtenons ainsi Ia loi de conservation bidimensionnelle : 

(2.7) 

2.3. Flux interfaciaux 

Le flux sedimentaire qnf caracterise les processus de depot et d'erosion qui ont lieu 
avec le fond. Ces echanges entre Ia couche de charriage ( ou Ia colonne d'eau pour le 
modele de transport total) et le fond, provoquent Ia modification de celui-ci. Si l'on 
designe par n Ia porosite de Ia couche du fond en contact avec Ia couche de charriage, 
Ia loi de conservation de Ia matiere peut s'ecrire sous Ia forme : 

azr 
qnr(x,y) = (1 - n) Tt (2.8) 

En rapprochant les equations (2.7) et (2.8), nous retrouvons l'equation bien 
connue de !'evolution de Ia cote du fond : 

( ) azr . .. 
1 - n - + d1v qs = 0 ay (2.9) 

Le flux de charriage ou de transport total q8 (exprime en m3 I m2.sec) est evalue 
par une formule empirique. 

Pour simplifier les ecritures dans Ia suite de cet article, nous supposerons que le 
facteur (1 - n) est inclu dans Zr· 

2.3. Formules de transport sature 

L'evaluation du transport sature se fait au moyen de formules empiriques, qui 
prennent en compte : 

-des parametres hydrodynamiques: u, v, Zs calcules par un modele 
d'ecoulement hydrodynamique (u et v sont les composantes de la vitesse moyenne 
sur Ia verticale de l'ecoulement suivant les directions x et y ; Zs Ia cote de Ia surface 
libre). 

-des parametres sedimentaires : Ps. d50 qui representent respectivement la 
masse volumique et le diametre moyen du sediment. 

Nota : dans ce qui suit, nous designerons par t;: = p g ~~ \i en (Nfm2) Ia contrainte 
d 

hydrodynamique s'exerc;ant sur le fond, par t*b =tb /(p8 - p) g d50 Ia contrainte 

adimensionnelle de cisaillement, par U* = 'ftb/P en (rnls) Ia vitesse de cisaillement 
sur le fond et par 't*cr = 0,047 (Meyer-Peter) la contrainte critique adimensionnelle de 
debut d'entrainement des materiaux sur le fond. 
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En regie generale, on dispose, pour les formules de transport : 

- de formules a seuil 

• Meyer-Peter et Miiller pour le charriage (0,4 $; d50 $; 30 mm) 

(2.10) 

• Engelund-Hansen pour le transport total (0,15 $; d50 $; 0,9 mm) 

(2.11) 

- de formules continues 

• Einstein-Brown pour le transport par charriage (0,3 mm $; d50) 

(2.12) 

avec: 

(2.13) 

• Ackers-White pour le transport total (0,08 $; d50 $; 4 mm) 

- h ~b u (c )n+l (Fif )m -
qs = d3s u. .;g C 't•cr - 1 lui (2.14) 

]$;d.$;60 d.> 60 

c log C = 2,86 log d. - (log d.)Z- 3,53 0,025 

n 1 - 0,56 log d. 0 

m 9,66 I d. + 1,34 1,5 
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2.4. Coup/age hydrodynamique-sedimentologie 

La construction d'un modele hydrosedimentaire necessite de coupler les modeles 
hydrodynamiques et sedimentologiques. Nous presentons ci-dessous la methodologie 
que nous preconisons. 

Compte tenu des echelles de temps tres differentes qui caracterisent 
l'hydrodynarnique et les evolutions des fonds, nous pouvons dans un premier temps 
realiser un couplage explicite entre les deux processus. 

Pour chaque pas de temps t a t + ~t 

- calcul hydrodynamique : Zr fixe 
Resolution d'un modele de type Saint-Venant (stationnaire ou 
instationnaire), pour obtenir le champ des vitesses moyennees: (u,v) 
et le niveau d'eau Zs. 

---->sortie: u,v, Zs 
- calcul sedimentologique: u,v, Zs fixes 

Resolution du modele d'evolution des fonds en calculant les valeurs du 
transport q5 obtenues par les formules appropriees de la litterature 
(cf.§2.3). On utilise un schema de resolution explicite dans le temps. 

----> sortie : Zf 
- mise a jour de la rugosite 

Figure 2.2. coup/age hydrodynamique - sedimentologique standard 

Dans la pratique, cette strategie est tres inefficace, a cause du cout prohibitif de 
l'hydrodynamique. De plus, les modifications des fonds doivent etre relativement 
importantes pour generer une variation sensible du champ des vitesses a l'echelle du 
domaine. Par contre, on peut enregistrer de petites variations locales des vitesses. 
Nous considererons alors que ces faibles transformations ont lieu a debit liquide 
localement constant. 

U. (Zso- Zr) = Uo. (Zso- Zro) = Q0 soit: U = Q0 I (Zso- Zr) 

Ainsi, apres chaque calcul sedimentologique, nous procedons de la maniere 
suivante: 

- si !'evolution des fonds obtenue est jugee "suffisamment faible", nous 
procedons alors a une actualisation locale du champ des vitesses ; 

- si !'evolution des fonds est jugee "importante", nous procedons au recalcul 
complet de l'hydrodynamique. 

Remarque : Si l'echelle temporelle est relativement petite, par exemple dans le cas 
de tourbillons de Karman derriere une pile de pont, on peut maintenir !'organisation 
ci-dessus. 
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L'evaluation de "}'importance" des evolutions se fait au travers du critere 
d'evolution relative suivant: EVR=max[!:J.Zt/(Zs-Zt)] b d .• 

n re e pomts 

L'organigramme precedent devient : 

Pas de temps n°1 
- calcul hydrodynamique : Zt fixe 

Resolution de l'hydrodynamique pour obtenir le champ des vitesses 
moyennees: (u,v) et le niveau d'eau Z8 

----> sortie : u, v, Zs 

Pour chaque pas de temps t a t + ~t 

- calcul sedimentologique: u,v, Z8 fixes 
- mise a jour de la cote des fonds 

----> sortie : Zt 
- evaluation de !'evolution relative maximale EVR sur tout Je domaine 

si EVR::;; E (- 0.01): actualisation de l'hydrodynarnique 
si EVR > E : calcul complet de l'hydrodynamique 

---->sortie: u,v, Zs 
-mise a jour de Ia rugosite 

Figure 2.3. coup/age hydrodynamique-sedimentologique a erosion relative 
donnee 

3. Modele numerique 

Nous presentons ici !'approche que nous avons utilisee pour resoudre l'equation 
de conservation des fonds couplee a une formulation empirique du transport sature 
(par charriage ou transport total). 

3.1. Forme variationnelle 

A l'equation (2.9), nous pouvons associer les formes variationnelles suivantes 

Forme integrale forte 

(3.1) 
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Forme inb!grale faible 

Wrr = t [ \jl ~~f- g-;;d \j/• {];] dA + f \jl qn dSq = 0 (3.2) 

ou y(x,y) est la fonction test, A le domaine considere, Sq l'abscisse curviligne sur le 
contourS du domaine A, qn le flux normal au travers deS. 

3.2. Discretisation par elements finis 

On recherchera, dans une optique operationnelle : 
• a utiliser des schemas simples et robustes 
• a diminuer le temps de calcul. 

Dans cette etude, nous nous limiterons a deux schemas : un schema centre de 
type Lax-Wendroff et un schema aux caracteristiques : notre objectif n'etant pas de 
presenter un bilan des differents schemas pour la resolution de problemes non
lineaires de convection. 

Les formes integrales (3.1) et (3.2) sont discretisees par elements finis: 

Wrr = L wiT= 0 
e (3.3) 

ou l'indice "e" est relatif a I' element 

En utilisant la discretisation temporelle de la forme : 

az I zt+/;.t zt Tt -r = f t1t- f avec t :5 't :5 t + t1t (3.4) 

la relation (3.2) s'ecrit : 

l [ ( t+At t) - - ] ~ Wrr = \jl Zr - Zr - t1t grad \jl• q8('t) dA + t1t \jl q8 ('t) dS = 0 
A ~ 

(3.5) 

En utilisant }'approximation par elements finis : 

Zr = L Ni zfi ; \jl = L Ni 'l'i ; Ni : fonction d'interpolation 
I I 

nous obtenons le systeme suivant : 

[M]{t1 Zr} = t1t {R('t)} (3.6) 
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oil [M] est la matrice masse et { R(t)} le residu, qui represente les termes associes a : 

Le choix de 't est important pour obtenir un schema robuste, stable et peu 
diffusif. Si on choisit 't = t, le schema est explicite et instable. Si on choisit 't = t + 
Llt, le schema est implicite et diffusif. Le schema de Lax-Wendroff que nous 
presentons ci-apres est associe a 't = t + ilt/2. 
Dans cette etude, nous utilisons un element triangulaire a 3 nreuds T3 (Fig. 3.l.a) 

3.3. Schema de LAX-WENDROFF 

L'adaptation du schema de Lax-Wendroff ala methode des elements finis a ete 
faite notamment par [ARG 89],[DHA 92],[DON 84]. DONEA et al. ont presente le 
schema de type Taylor-Galerkine, qui correspond au schema de Lax-Wendroff pour 
les problemes lineaires. Par contre, le schema presente ici est une adaptation du 
schema de Richtmeyer-Lax-Wendroff pour les problemes non-lineaires exprimes 
sous forme conservative. 

Ce schema est utilise en deux etapes : une etape de prediction et une etape de 
correction. 

• Etape de prediction : 

Parle choix de 'II ( constante pour !'element T3), nous pouvons travailler au niveau 
de !'element pour la resolution de (3.1). L'espace admissible de 'II est U et de q5 est 
C0 . Nous avons: 

soit en designant par ~ la valeur moyenne sur I' element de la cote du fond : 

Z-r+ll.t/2 -z-r 1 Llt i d. -r dA- 0 
f - f- Ae2 Ae IVq5 - avec 

qui peut s'ecrire sous la forme: 

Z- t +il.t/2 z-t Llt d--:-=~ 
f = f-2 tvqs 

(3.7) 

(3.8) 

(3.9) 

div q5
1 

est la valeur moyenne de la divergence sur !'element, du vecteur transport, 

calculee par la formulation suivante : 
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-- a I a I 
d. - 1

- qsx qsy - (N } { 1 } (N ) { 1 } (3 10) !Vqg- ax+ ay- ,X qSX + ,y qsy • 

ou { q~x} et { q~Y} representent les valeurs nodales du transport solide a I' instant t 

aux 3 sommets de !'element et <N,x> et <N,y> les transposes des vecteurs derives 
des fonctions d'interpolation. 

n3 n3 

nl nl 

n2 n2 
a - element triangulaire b - niveau moyen sur !'element 

Figure 3.1. Element triangulaire a 3 nreuds 

A !'issue de cette premiere etape, nous sommes en mesure de calculer 
q: + "'112 = ( <i:x+ "'112 

, q~/ "'112
) qui est Ia valeur moyenne du vecteur transport sur 

I' element. 
II est important de noter que cette etape ne necessite aucun assemblage de vecteur 

ni de resolution globale ; le calcul se fait element par element. 

• Etape de correction : 

Pour cette etape, on utilise Ia forme variationnelle faible (3.2). L'espace 
admissible de 'I' et de Zr est C0 et de q8 est U. Le residu elementaire se calcule par Ia 
relation : 

{r} = J [{N,x} q;x+ft..l/2 + {N,y} q~/ "'112
] dA- L {N} q~ + ft..t/

2 dSq (3.11) 
~ ~ 

puis est assemble sur le domaine pour obtenir {R(t + At/2)}. Les termes sur sene 
sont calcules que sur les cotes des elements frontieres. Bien que Ia relation (3.6) 
puisse etre resolue de multiples manieres, nous avons choisi une methode 
d'iterations de type Jacobi qui donne une bonne convergence : 

[Mo] { l'}i} =At {R (-r)} -(M] {AZ/- 1
} 

{AZi} = {AZtt} + {l'}i} 
(3. 12) 
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oil [M0 ] est la matrice masse sous forme diagonale et [M] Ia matrice masse 
consistante. Trois ou quatre iterations suffisent pour obtenir Ia convergence 
souhaitee (remarquons que [M] est definie positive). 

Dans le cas d'un probleme a une dimension, ce schema a deux etapes de type 
Lax-Wendroffpeut etre represente par le diagramme suivant: 

Temps 

t+ dt 
'Zi 

Etape globale : Wll 

't = t + ilt/2 Etape locale : WI 

i-1 i+l X 

Figure 3.2. Diagramme espace-temps 

L'algorithme de ce schema est presente ci-dessous : 

Pour chaque pas de temps t a t + ilt 

- etape locale 

obtenir pour chaque element Z/+!J.tl2 en utilisant (3.9) 
{-t+!J.t/2} h 1 calcul de qs sur c aque e ement. 

- etape globale 
calcul de {r ('t = t + ilt))} par (3.11) puis assemblage 

resolution de (3.6) par iterations (3.12) pour obtenir {zr'+!J.t} 

Figure 3.3. Algorithme du schema de LAX-WENDROFF 

Si l'on applique le schema de Lax - Wendroff a 2 etapes (utilise pour la 
resolution d'equations non lineaires), ala resolution d'une equation lineaire du type 

q5 = lit Zt, oil lit peut etre assimile a la vitesse du flux sedimentaire. 11 vient : 

ere t+!J.tl2 I Llt · (- t) 1 etape : zf = zt + T dtv uf zf 

(3.13) 
2emeetape: zt+!J.t- Z 1 + ilt div(U' zt+!J.112) f - f f f 
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S. b . 7 •1 + tJ.t/2 b d I . ' ' . d I d 1 nous su st1tuons L4 o tenu ans a premiere equatiOn, ans a secon e, 
nous obtenons : 

1 + I'J.t 1 . ( - 1 ) At 
2 

. ( - . (- 1) ) Zr = Zr + At dtv urZr + T dtv urdiv urZf (3.14) 

Nous retrouvons le schema de Taylor- Galerkin a l'ordre 2 dit TG2, qui est un 
schema au second ordre en temps [DON 84]. 

Faute de pouvoir mener une etude theorique sur Ia determination du critere de 
stabilite relie a !'equation non-lineaire (2.9), nous proposons de retenir le critere de 
stabilite determine par Selmin [SEL 86] : 

d. . I At 1 
mono 1mens10nne : ex = Uf Ax ~ [3 ; 

(3.15) 

b.d. . I· _ At < 1 . _ At < 1 
1 tmenswnne . ex- Ur Ax- .[8 'Cy- vf Ay- .[8 

Remarque : Ia transposition de ces valeurs obtenues avec le schema lineaire au 
schema non-lineaire permet le choix d'un pas de temps acceptable. 

3.4. Schema aux caracteristiques 

Nous allons faire !'hypothese que le transport solide q8 ne depend que du debit 

liquide q, = < qfx , q!y > et de Ia profondeur d'eau H. 

'is= qs ( q, ' H) I~ I : (3.16) 

soit: qsx = qs ( ~ ) et qsy = qs ( ~~ ) (3.17) 

On peut d'autre part ecrire, puisque qsx et qsy sont des fonctions de q"', q'> et de 
H 

aqsx _ aqsx aq!x aqsx aq!y aqsx aH -------+----+----
ax aqfx ax aq!y ax aH ax 

(3.18) 
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Nous voyons apparaitre des termes en awax et away. Si l'on ne conserve dans 
le premier membre que des termes en Zf, I'equation (2.9) s'ecrit : 

azf aqsx azf aqsy azf 
Tt - aH ax - aH ay = s (3.19) 

avec: 

aqsx aq"' aqsx aqfy aqsx azs 
S=--

aqfx ax - aqiy ax - aH ax 
aqsy aqfx aqsy a% aqsy azs 

(3.20) 

- aq"' ay - aq~y ay - aH Ty 

En exprimant les composantes du vecteur transport en fonction des variables 
independantes choisies, il vient finalement : 

azr _ [q"' azr + q~y azf] aqs = s 
at q! ax qe ay . aH 

(3.21) 

soit 
azr _ -
dt + Cr • grad Zf = S (3.22) 

Cette equation traduit done une propagation des formes du fond, avec deformation 
due au terme source S, dans Ia direction du courant, a Ia celerite cr donnee par : 

- aqs-
Cr =- aH t (> 0) (3.23) 

Ce schema de resolution est un schema de type predicteur-correcteur qui se 
decompose en trois eta pes [PEL 91] : 

• Etape de prediction : 

Nous utilisons !'equation de convection (3.23), qui est traitee en deux pas : 

• Convection sans terme source (calculee avec Ia methode des caracteristiques 

[HER 86]), pour calculer une valeur approchee Zl 

azr - _ 
Tt + cr • grad Zr = 0 

• Traitement du terme source : 

z/+lit = Z} + At st 

(3.24) 

(3.25) 
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• Etape de calcul de q: 
A partir de cette estimation du fond a l'instant t + ~t, on calcule le transport 

solide avec un 9-schema : 
->I + Slit :; I + Llt -> t 
qs =9qs +(1-9)qs (3.26) 

Avec: 
:; I + Lll -> (~I + Llt) -
qs = qs Zt et q8 calcule explicitement au temps t 

• Etape de correction : 

Dans cette ultime phase, nous resolvons : 

azr . ( -t+EILlt) at = -d1v q8 
(3.27) 

Cette etape est resolue par une methode elements finis qui conduit au systeme 
lineaire suivant : 

[M] {z}+ Lit}= [M] {z}}- ~t {R} (3.27) 

oil {R} est associe a div qs. Ce systeme est resolu en multipliant par I' inverse de la 
matrice de masse. 

4. Description des cas tests 

La comparaison des deux schemas a ete realisee sur cinq cas-tests de nature 
academique ou comportementale, en supposant un ecoulement a plafond (surface 
libre fixe). Les conventions sont illustrees sur le schema suivant : 

surface libre 

X 

Figure 4.1. Conventions 

L'equation (2.9) devient : 

(4.1) 

le signe negatif dans ( 4.1) est du a I' axe 
des Zr dirige vers le bas. 

Dans les exemples traites, les 
parametres physiques ont les valeurs 
suivantes: 

Ps = 2665 Kg/m3 ; d50 = 0,3 mm 

Kr = Cb H- 116 = 80 
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* Transport lim!aire (Fig. 4.2) : le test consiste a analyser la convection sans 
deformation d'une dune en supposant la vitesse du fluide uniforme en tout 
point : Vi = Q0 /0,3. L'equation du fond a t = 0 est la suivante : 

{ 

Zf = 0,3 - 0,1 sinft(~-2)) pour X E [2, 10] 

Zf = 0,3 sinon 
(4.2) 

Pour les trois exemples suivants, nous utilisons !'expression (4.7) pour calculer 
!'evolution des fonds SOumis au transport non-lineaire, evalue par la formule 
d'Engelund-Hansen. 

* Dune dans un canal a plafond (Fig. 4.3): Ia dune precedente (4.2) est placee 
dans un champ de vitesse qui depend de Ia profondeur d'eau. Le champ des 
vitesses est donne au nreud "i" par Vi= Q0 I B Hi. Q0 est le debit du canal de 

largeur B et de profondeur Hi au nreud i. 

* Pente constante soumise a ('erosion (Fig. 4.4) : le transport solide, non 
uniforme, conduit a des erosions du fond sur !'ensemble du bief, dont le profil 
tend vers l'horizontale. L'equation du fond at= 0 est la suivante : 

Zf= 0,3-0,01 X (4.3) 

Le champ des vitesses est identique au precedent. 

* Fosse (Fig. 4.5) : il s'agit d'etudier l'amorce du processus de comblement d'une 
fosse, par apport continu de materiaux en transport sature. 11 se produit, comme 
attendu, un comblement sur la face amont de cette fosse et une erosion sur sa 
face aval. Les pentes de la fosse sont de 10 %. 

* Rotation d'un cone dans un champ de vitesse rotationnel (Fig. 4.6) : c'est 
le seul exemple vraiment bidimensionnel de cette serie de tests. 11 consiste a 
analyser le comportement d'une perturbation soumise a une convection pure. La 
solution analytique correspond a une convection sans deformation. Le cone, de 
rayon 6 m est centre en Xo = -3,5, Yo = 0 et a pour equation a t = 0: 

avec I= 0,5 (4.4) 

Sa vitesse angulaire est de ro = 2 rt/32 rad/sec. 

Le tableau suivant dresse un inventaire des donnees relatives a chacun des cas 
tests etudies. 
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Dune 

n<l!uds 
Type canal a 
ecoul t plafond 

Debit 200 1/s 
a mont 
Transport Lineaire 

initi 
Pas 

ODS Analytique 

Dune 
canal a 
Iafond 

0,3 m 

768 

canal a 
plafond 

200 1/s 

1800 s 

4 heures 

Analytique 

Pente 
soumise a 
I'erosion 

0,3 m 

768 

441 

canal a 
plafond 

200 1/s 

360 s 

430 h 

Analytique 

Evolution Rotation 
d'une d'un cone 
fosse 

m 25,2 m 

0,3 m 0,3 m 

768 3528 

441 

canal a 
plafond 

200 1/s 

4heures 128 s 

Analytique Analytique 

Les quatre premiers tests, de nature monodimensionnelle, possedent une solution 
analytique qui peut etre determinee par Ia methode des caracteristiques. Pour cela, il 
suffit de transformer !'equation (2.9) en explicitant Ia formule de transport solide 
utilisee, en fonction de Ia variable Zr. 

A cet effet, Ia formule de transport d'Engelund-Hansen (2.11) devient, en 
utilisant Ia formule de rugosite de Manning-Strickler pour calculer Ia contrainte de 
cisaillement hydrodynamique : 

1!- lulu_ Q~ u 
- P g K~ W'3 - P g K~ zj'3 I u I (4.5) 

les contraintes de cisaillement adimensionnelles sont donnees par : 

't•b='tb/(ps-p)gd et 't•cr=O (4.6) 



358 Revue europeenne des elements finis. Vol. 3- no 311994 

Avec ces diverses expressions, l'equation (4.1) se transfonne en: 

azr a4 
-+cr-=0 at ax 

ou a= 3,71 10 -Io. 

( cr = 1 5 mJh pour le transport lineaire 
avec 

cr = 5,5 a Zf 65 sinon 
(4.7) 

Nous obtenons Ia solution analytique de chacun de ces cas tests par Ia methode 
des caracteristiques. Celle-ci nous donne la vitesse de deplacement horizontale de 
chaque point du domaine par l'expression : 

dx = 55 az- 6
•
5 

dt ' f 
(4.8) 

Remarque : dans le cas du transport de la dune dans le canal a plafond, il se produit 
un choc, dont les coordonnees dans l'espace (t,x) sont : 

t = 4 h 30 mn et x = 8,17 m 

Ce choc n'a pas d'existance reelle. II correspondrait en nature a un ecroulement de la 
face a val de Ia dune, qui ne se produit pas dans Ia realite, a cause de l'effet diffusif de 
Ia turbulence. 

5. Analyse des resultats - conclusion 

Au vu des resultats obtenus, qui sont illustres sur les figures ci-dessous, Jes 
premieres conclusions que l'on peut tirer sont les suivantes : 

* Les reponses numeriques sont confondues avec Ia solution analytique pour 
les cas du transport Iineaire et de Ia pente constante soumise a 
l'erosion. 

* Les reponses sont tres voisines pour les cas de Ia dune dans un canal a 
plafond et de Ia fosse, jusqu'au moment du choc. A noter que le schema 
de Lax Wendroff continue de donner une reponse apres le choc alors que le 
schema aux caracteristiques diverge. 

* La rotation du cone dans un champ rotationnel fait par contre 
apparaitre des comportements differents des deux schemas. Le caractere 
plus diffusif des caracteristiques apparalt d'une part dans Ia diminution du 
pic de Ia perturbation (hmax = 0,71 pour Lax Wendroff contre hmax = 
0,52 pour les caracteristiques) et d'autre part dans l'allongement de Ia 
forme dans le sens de Ia rotation. 

En conclusion, les deux schemas numeriques donnent des resultats sensiblement 
comparables, excepte sur le cas du cone toumant ou le schema aux caracteristiques 
s'avere plus diffusif. Grace a sa simplicite de mise en ceuvre et a son efficacite 
numerique, c'est le schema du type Lax-Wendroff qui a ete retenu pour etre implante 
dans SISYPHE. 
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Notations 

a epaisseur de la couche de charriage (L) 
ch coefficient de Chezy (LI12T·1) 

Cx nombre de courant I Ox : cx = u ~t I ~x (-) 
Cy nombre de courant I Oy : cy = v ~t I ~y (-) 

d diametre caracteristique du grain (L) 
dso diametre median de la courbe granulometrique 

(50% de passant au tamisage) (L) 

dm diametre du grain : m % de passant au tamisage (L) 
I 

d. diametre sedimentologique d* = (~ g I v 2}3 dm (L) 

g acceleration de la pesanteur (LT-2) 
h epaisseur de la couche de suspension h = Zs. Za (L) 
H profondeur d'eau : H = Z8 • Zf (L) 
I pente de la ligne d'energie (-) 
n porosite de Ia couche de fond (-) 

Kr coefficient de Strickler Kf = V!lli2Hll3 (Lli3T-l) 

q, debit liquide par unite de largeur : Cit= < qex , qey > (L2T-l) 

qs debit solide par unite de largeur : Q8 = <qsx, Q8y> (L2T-I) 

t temps (1) 

ii vitesse moyenne sur la verticale : ii = <u, v> (LT-1) 
x,y coordonnees horizontales (L) 
Za niveau superieur de la couche de charriage (L) 

4 niveau du fond (L) 
Zs niveau de la surface libre (L) 
~ densite apparente du sediment ~ = (p8 - p )lp (-) 

"' fonction test de Galerkine (-) 
p masse volumique de l'eau (L2T-l) 
Ps masse volumique de du grain (L2T-l) 
'tb contrainte hydrodynarnique moyenne sur le fond (ML-IT-2) 
't.b contrainte hydrodynarnique adimentionnelle sur le fond 0 
'tcr contrainte critique de mise en mouvement des particules (ML-1T·2) 

't•cr contrainte critique adimentionnelle de mise en mouvement 0 
v viscosite cinematique de l'eau v "' 1.10·6 (LT-2) 
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