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RESUME. Le transport des sédiments par l'action des houles et des courants provoque, par
lintermédiaire des processus de dépét et d'érosion, des modifications des fonds des
riviéres, des estuaires et des mers. L'objet du présent article est de comparer deux schémas
numeériques utilisés pour discrétiser I'équation de conservation des fonds, dans le contexte
de la méthode des éléments finis. Le premier de type Lax-Wendroff, le second basé sur la
méthode des caractéristiques.

ABSTRACT. Sediment transport, under waves and currents action, modify bed topography of
rivers, estuaries and seas, by means of deposition and erosion processes. The aim of this
article is to compare two numerical schemes, used to discretise the bed continuity
equation, in the context of the finite element method. The first one is a Lax-Wendroff
type scheme and the other one is based on the characteristic method.
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Introduction

Les mouvements de sédiments sous les actions dynamiques de 1'eau et du vent
affectent grandement I'équilibre de nos littoraux et de nos riviéres. Ces remaniements
sédimentaires, qui résultent des processus d'érosion et de dépot, peuvent provoquer
des mutations irréversibles de 1'écosystéme, et avoir également des conséquences sur
la tenue des ouvrages implantés sur le littoral ou en riviére.

L'étude de ces phénomenes est complexe, car elle nécessite 1a connaissance d'un
grand nombre de paramétres, ainsi que de leurs interactions. Les domaines physiques
concernés peuvent étre trés étendus et les évolutions s'étaler sur de longues périodes
de temps. Dans ce cas, il est souvent difficile, voire impossible, d'utiliser des
modeles physiques pour reproduire ces phénomeénes. Le recours aux modéles
numériques constitue alors une solution bien adaptée et moins cofiteuse.

Actuellement, la modélisation numérique en sédimentologie est en plein essor,
grice aux progres de la connaissance des phénomeénes physiques, au développement
trés rapide de la puissance des ordinateurs ainsi qu'aux progrés de la modélisation de
I'hydrodynamique (houle-courant). Un certain nombre d'outils ont été développés,
mais ils restent encore peu opérationnels, car isolés les uns des autres, ne permettant
de résoudre qu'un type de processus et non les problémes dans toute leur complexité.

Il est donc apparu judicieux, de la part de certains organismes frangais intéressés
par la modélisation numérique en hydraulique :

» le Service Technique Central des Ports Maritimes et des Voies Navigables
(STCPMVN) de l1a Direction des Ports et de la Navigation Maritimes (DPNM) ;

« le Laboratoire National d'Hydraulique (LNH) d'Electricité de France ;

» la SOGREAH associée au Laboratoire d'Hydraulique de France (LHF) ;

* I'Université de Technologie de Compiegne (UTC) ;
de se regrouper sur le théme de la "sédimentologie" pour développer, en commun, un
produit de trés haut niveau, fruit des dernieéres innovations en matiere de
connaissance des phénomenes physiques et de méthodes numériques.

Ce produit consistera en un systéme logiciel cohérent, dénommé SISYPHE,
simulant les processus d'érosion-dépdt générés par les courants et/ou par les houles,
dans les domaines maritimes et fluviaux. Ce syst¢me prendra en compte les deux
dimensions horizontales et, le cas échéant, la dimension verticale des problémes &
traiter. Les modules numériques reposeront sur la méthode des éléments finis
(maillage non structuré). Les développements que nous présentons ci-aprés
s'inscrivent dans la premiere phase de ce projet qui consiste en la conception d'un
modeéle de transport de sédiments non-cohésifs a granulométrie homogéne, par
charriage ou par transport total.

Dans ce qui va suivre, nous allons présenter la physique des phénoménes pris en
compte, ainsi que le modele mathématique utilisé pour étudier les évolutions des
fonds soumis au transport saturé de sédiments. Nous nous intéresserons tout
particuliérement & la modélisation numérique associée, pour laquelle nous avons
comparé deux formulations différentes. Nous conclurons enfin sur le choix du
schéma numérique, au travers du passage d'un certain nombre de cas tests.
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1. La physique des phénoménes

Le transport solide par charriage et en suspension sont des processus qui
interviennent dans la dynamique générale des milieux marins et fluviaux. Les
principales composantes, en termes de sollicitations et de processus d'évolution,
sont les suivantes :

— le courant et la houle qui interviennent comme sollicitations,

— le transport par charriage qui regroupe les mouvements des particules qui se
déplacent au voisinage du fond, dans une couche d'épaisseur trés faible (quelques
diamétres de particules), par roulement ou glissement sur le fond ou encore par petits
sauts (saltation),

— le transport en suspension  l'intérieur de la masse du fluide qui s'étend depuis
le niveau supérieur de la couche de charriage jusqu'a la surface de I'écoulement,

— les échanges éventuels entre charriage et suspension,

— I'évolution du fond du domaine considéré, engendré par les processus de
dépbt-érosion, reliés au transport des particules.

Nous nous limiterons ici & 'étude du transport de sédiments non-cohésifs de type
sable et nous n'envisagerons que le mode de transport dit saturé, qui se développe
lorsque le transport effectif s'ajuste a la capacité de transport de I'écoulement. D'une
maniére générale, le transport saturé concerne le transport par charriage ou le
transport total (charriage + suspension).

Faute de moyens d'investigation sophistiqués qui seuls permettraient de
caractériser les processus physiques qui se développent a l'intérieur d'une couche de
charriage d'épaisseur trés faible, le transport par charriage a été jusqu'a présent étudié
d'une maniére empirique. Quand au transport total, il est évalué soit d'une maniére
globale [ENG 67], soit comme la sommation du transport par charriage et du
transport en suspension [EIN 72] : étant entendu que ce dernier est saturé et que les
interactions entre les deux processus sont prises en compte.

Par ailleurs, le transport de sédiments par les courants s'accompagne de
phénomenes de dép6t et d'érosion, qui contribuent a modifier les fonds, lesquels, &
leur tour, modifient la distribution des courants. Ces processus sont, en nature,
totalement imbriqués et concomitants. Malgré cela, I'hydrodynamique et 1'évolution
des fonds ont, dans la plupart des cas, des constantes de temps différentes : les
transformations des fonds ne sont perceptibles qu'a I'issue d'intervalles de temps
assez grands, plusieurs marées en site maritime et quelques mois en site fluvial
(hormis les crues ou il y a interaction immédiate entre tous les processus). On peut
alors procéder au couplage explicite des modeéles hydrodynamiques et
sédimentologiques : solution qui a été choisie dans cette étude. En outre, le
transport de sédiments est extrémement sensible au champ des vitesses (suivant les
auteurs, son intensité varie en fonction d'une puissance 3 a 5 de la vitesse moyenne),
ce qui rend toute variation de ce dernier trés perceptible sur I'évolution des fonds. Sur
le plan mathématique, ceci se traduit par une forte non-linéarité de I'équation des
fonds.
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La modélisation des fonds a été étudiée par plusieurs auteurs et de nombreux
modeles numériques sont couramment utilisés pour simuler les transformations des
fonds marins ou fluviaux. En France, des modéles monodimensionnels [RAH 89],
[LEP 72], [GAI 85] ou bidimensionnels en différences finies [HAM 88], [LAT 891,
[PEC 88], ont été développés. Ce n'est que depuis quelques années que ces
formulations ont été étudiées avec la méthode des éléments finis [TAN 91], [PEL
91]. Cette expertise, qui recouvre 2 la fois les domaines physique et numérique, a été
mise en commun dans le projet SISYPHE.

2. Modéle mathématique

La construction d'un modéle mathématique de 1'évolution des fonds nécessite, au
préalable, de procéder a quelques définitions :

— les paramétres physiques caractéristiques des processus a modéliser ;

— la loi de conservation du flux sédimentaire ;

— les lois de comportement empiriques utilisées pour quantifier le transport
saturé de matériaux ;

— les hypothéses hydrodynamiques utilisées, ainsi que la prise en compte de
T'interaction vitesses-fond.

Ce paragraphe a pour objet de présenter le modele de 1'évolution des fonds sous

différentes formes : écriture forte (relation aux dérivées partielles) et écriture faible
(modele variationnel).

2.1, Paramétres hydrosédimentaires

Le schéma ci-dessous illustre les variables caractéristiques du domaine physique
considéré, ainsi que la signification des notations utilisées.

A z Niveau de la surface : Z; = Z (x.y)

//

ns Niveau du fond : Z;=Z.(x,y)

Zs Couche de charriage : a(x,y)=Z, - Z;

na
Couche de suspension :
Za hxy)=Z, -Z,
d VA
nf p  Profondeur d'eau : H(x,y)=Z; - Z;
X

Figure 2.1. Domaine physique
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Les différents paramétres hydrosédimentaires, utilisés dans cette étude sont les

suivants :
P, p:  masse volumique des sédiments secs et du fluide (Kg/m?)
Tp - contrainte hydrodynamique moyenne sur le fond (N/m?)
Ter contrainte critique de mise en mouvement des particules (N/m?)
Cu» K, : coefficient de Chézy (m!?/sec) ou de Strickler (m!3/sec)
v viscosité cinématique du fluide (m%/sec)
dsp : diameétre médian des matériaux (m)

Q.G : débit volumique de transport solide (m?/m.sec) et débit volumique du

fluide (m3/m.sec) par unité de largeur.
u, v: composantes de la vitesse moyenne du fluide sur la verticale (m/sec)

Dans ce qui suit, nous allons nous limiter & 1'étude du transport saturé, qui est
constitué soit du transport par charriage a l'intérieur de la couche d'épaisseur "a", soit
par le transport total 2 l'intérieur de la couche d'épaisseur "H". Cette derniére

hypothese suppose que le transport en suspension est saturé.

2.2. Loi de conservation

La loi de conservation du flux sédimentaire de matériaux q(m’/m’. sec) peut étre
exprimée sur un volume de contrdle élémentaire V€ avec sa surface S®. Elle s'écrit :

Taux d'accumulation Flux interfaciaux Taux de production
de masse dans V© au travers de S§¢ = | /perte dans V®

Dans le cas du transport saturé, les taux d'accumulation et de production/perte
sont nuls. II reste :

f q-aas:j divgdv=0 @.1)
s¢ ve

P
soit:  divg= %‘}Tx + —aq—y %1—1 =0 2.2)

La loi de conservation, sous forme intégrée sur la verticale s'écrit, pour la couche
de charriage :

29 (3 i aq p)
L (3‘1_ + g gi)dz 0 2.3)

£x,¥)

Z,(x,y) est remplacé par Z(x,y) pour le transport total.
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Nous pouvons écrire en utilisant la formule d'intégration de Leibnitz :

Z, Za
f aivadn;-J qxdz-qx(L)%é+qx(Zf)a£

2 L X ox
d “ 0Z o0
+—I 4y dz - gy (Za) 22 + gy (z) 24 @4)
Y Jz ay ay
+0z(Z) - a:(20)
que I'on peut écrire sous la forme :
aqi+aql+c](Za)-HaJa+Ei(Zf)-HfJf=o @2.5)
ox oy
avec :
z Z
qsx=f aqde;qsy=f aq)’dz
Zg Zg
az,2 az,2\"? azr 9z A\"”
Ja=(l+'&— +W et Jf— 1+'§(— +a—y-
—. [ 0Z,  0Z, . . _[0Z; JZ;
et na—<——a'i§',——a—y£, 1>/Ja et nf—-<—a;‘, —ry,—1>/1f
La relation (2.5) s'écrit sous la forme :
Wsx 9y g y) + que (%, ¥) =0 2.6)
ox dy

avec : Qna (X, ¥) =?](Z@) . Ha Ja et gqut(x,y)= _Ci(Zf) . Hf Js

qsx(X,Y) et gy (X,y) exprimés en (m3/m.sec) sont les composantes du flux
sédimentaire total, s'exercant sur la couche de charriage, suivant les deux
directions horizontales.
Qna(%.y) et que(x,y) exprimés en (m3/mZ.sec), sont les composantes du flux
sédimentaire, s'exer¢ant dans le sens des normales (n, et ng) a la couche de
charriage (Fig. 2.1).

Jna €5t le flux d'échange entre le charriage et la suspension ;

qos ©st le flux d'érosion ou de dépbt entre le fond et 1a couche de charriage.

Dans le cas du transport saturé, on suppose que g, = 0.

Pour le transport total, la couche verticale est représentée par la profondeur
d'eau: H=7Z, - Z; avec q,s=0.
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Nous obtenons ainsi la loi de conservation bidimensionnelle :

divq, + g (x,y) =0 avec q.= (Gex » Qsy) 2.7

2.3. Flux interfaciaux

Le flux sédimentaire g caractérise les processus de dépdt et d'érosion qui ont lieu
avec le fond. Ces échanges entre la couche de charriage (ou la colonne d'eau pour le
modele de transport total) et le fond, provoquent la modification de celui-ci. Si l'on
désigne par n la porosité de la couche du fond en contact avec la couche de charriage,
la loi de conservation de la matiére peut s'écrire sous la forme :

iz
Gue (%) = (1 - 1) 7 @3)

En rapprochant les équations (2.7) et (2.8), nous retrouvons l'équation bien
connue de 'évolution de la cote du fond :

(1 -n)aa 4 div 4o = 2.9)
y

Le flux de charriage ou de transport total q (exprimé en m3 / mZ2.sec) est évalué

par une formule empirique.
Pour simplifier les écritures dans la suite de cet article, nous supposerons que le
facteur (1 - n ) est inclu dans Z;.

2.3. Formules de transport saturé

L'évaluation du transport saturé se fait au moyen de formules empiriques, qui
prennent en compte :

— des paramétres hydrodynamiques : u, v, Zg calculés par un modeéle
d'écoulement hydrodynamique (u et v sont les composantes de la vitesse moyenne
sur la verticale de I'écoulement suivant les directions x et y ; Zg la cote de la surface
libre).

— des parameétres sédimentaires : pg, dsg qui représentent respectivement la
masse volumique et le diamétre moyen du sédiment.

s

hydrodynamique s'exergant sur le fond, par 7., =T, /(ps p) gdsy la contrainte

adimensionnelle de cisaillement, par u» = Y1, / p en (m/s) la vitesse de cisaillement
sur le fond et par T+ = 0,047 (Meyer-Peter) la contrainte critique adimensionnelle de
début d'entrainement des matériaux sur le fond.

Nota : dans ce qui suit, nous désignerons par To= P g en (N/m?2) la contrainte



346  Revue européenne des éléments finis. Vol. 3 — n® 3/1994

En régle générale, on dispose, pour les formules de transport :
- de formules a seuil

» Meyer-Peter et Miiller pour le charriage (0,4 < dsg < 30 mm)

THp > Trer El: =8 VA g ng (T*b - T*cr)3I2 L

H

-»>

Ty S Toer Qs = 0

¢ Engelund-Hansen pour le transport total (0,15 < ds < 0,9 mm)

Tap > Tror Qs = 0,053 4/ % CE taph ﬁ

— =
T*p < T*er qs = O
- de formules continues

« Einstein-Brown pour le transport par charriage (0,3 mm < dyp)

?1§=50,5«/§Fr%bd§8ﬁ
36v? V2 36v?2 2

Ps-p Ps-P
b |%50)] s (%)
gdso P g dso p

avec

2
F = §+

» Ackers-White pour le transport total (0,08 < dsp < 4 mm)

— C n+1 ( f ‘C*_ )m l-;
= d Ux h C b _ 1 =
s 35 (\/—g—) T*cr 'u'

1<d.<60 d« > 60

C | logC = 2,86 log d, - (log dy)2- 3,53 0,025

n 1-0,56logd, 0

m 9,66 /d, + 1,34 1,5

(2.10)

(2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14)
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2.4. Couplage hydrodynamique-sédimentologie

La construction d'un modéle hydrosédimentaire nécessite de coupler les modéles
hydrodynamiques et sédimentologiques. Nous présentons ci-dessous la méthodologie
que nous préconisons.

Compte tenu des échelles de temps trés différentes qui caractérisent
I'hydrodynamique et les évolutions des fonds, nous pouvons dans un premier temps
réaliser un couplage explicite entre les deux processus.

Pour chaque pas de temps t a t + At

- calcul hydrodynamique : Z; fixe
Résolution d'un modele de type Saint-Venant (stationnaire ou
instationnaire), pour obtenir le champ des vitesses moyennées : (u,v)
et le niveau d'eau Z
> sortie : u,v, Zs
- calcul sédimentologique : u,v, Z fixes
Résolution du modele d'évolution des fonds en calculant les valeurs du
transport g, obtenues par les formules appropriées de la littérature
(cf.§2.3). On utilise un schéma de résolution explicite dans le temps.
—-> sortie : Zf
- mise a jour de la rugosité

Figure 2.2. couplage hydrodynamique - sédimentologique standard

Dans la pratique, cette stratégie est trés inefficace, a cause du cofit prohibitif de
I'hydrodynamique. De plus, les modifications des fonds doivent é&tre relativement
importantes pour générer une variation sensible du champ des vitesses a I'échelle du
domaine. Par contre, on peut enregistrer de petites variations locales des vitesses.
Nous considérerons alors que ces faibles transformations ont lieu a débit liquide
localement constant.

U.(Zo-Z)=Up (Zo-Zn)=Q soit: U=Qy/ (Zo-Z)

Ainsi, aprés chaque calcul sédimentologique, nous procédons de la maniére
suivante :

— si I'évolution des fonds obtenue est jugée "suffisamment faible", nous
procédons alors a une actualisation locale du champ des vitesses ;

— si I'évolution des fonds est jugée "importante”, nous procédons au recalcul
complet de I'hydrodynamique.

Remarque : Si I'échelle temporelle est relativement petite, par exemple dans le cas

de tourbillons de Karman derriére une pile de pont, on peut maintenir l'organisation
ci-dessus.
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L'évaluation de "l'importance” des évolutions se fait au travers du critere
d'évolution relative suivant : EVR = max [AZ /(Z, - Z)]

nbre de points *
L'organigramme précédent devient :

Pas de temps n°1
- calcul hydrodynamique : Z; fixe
Résolution de I'hydrodynamique pour obtenir le champ des vitesses
moyennées : (u,v) et le niveau d'eau Z
> sortie : w,v, Zs

Pour chaque pas de temps t a t + At

- calcul sédimentologique : u,v, Z fixes
- mise a jour de la cote des fonds
> sortie : Zf
- évaluation de 1'évolution relative maximale EVR sur tout le domaine
s1 EVR < € (~ 0.01) : actualisation de I'hydrodynamique
si EVR > ¢ : calcul complet de I'hydrodynamique
> sortie : u,v, Zs
- mise a jour de la rugosité

Figure 2.3. couplage hydrodynamique-sédimentologique a érosion relative
donnée

3. Modéle numérique
Nous présentons ici 'approche que nous avons utilisée pour résoudre I'€quation

de conservation des fonds couplée & une formulation empirique du transport saturé
(par charriage ou transport total).

3.1. Forme variationnelle

A T'équation (2.9), nous pouvons associer les formes variationnelles suivantes

Forme intégrale forte

W= J.w(%?qus)dA:o vy G.1)
A
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Forme intégrale faible

WH:J [w%—%i-é;:iw-c];}dA+§;qudSq=0
A

S

349

(3.2)

ol y(x,y) est 1a fonction test, A le domaine considéré, Sq I'abscisse curviligne sur le

contour S du domaine A, g, le flux normal au travers de S.

3.2. Discrétisation par éléments finis

On recherchera, dans une optique opérationnelle :
* autiliser des schémas simples et robustes
* & diminuer le temps de calcul.

Dans cette étude, nous nous limiterons 2 deux schémas : un schéma centré de
type Lax-Wendroff et un schéma aux caractéristiques : notre objectif n'étant pas de
présenter un bilan des différents schémas pour la résolution de problémes non-

linéaires de convection.

Les formes intégrales (3.1) et (3.2) sont discrétisées par éléments finis :

WI:ZW%:O Wn:ZWﬁ:O
e €
ot l'indice "e" est relatif 2 'élément
En utilisant la discrétisation temporelle de la forme :

ot

t+ At t
=L =7

<1<
i At avect<T<t+At

la relation (3.2) s'écrit :
Wy = J [\y(z;”‘_z;)-mg?&w-as(r)]dA+AtE£ V(1) dS =0
A Sq

En utilisant I'approximation par éléments finis :
Zi= Z N, Zs ; y= Z", N; y; ; N; : fonction d’interpolation
nous obtenons le systéme suivant :

[M]{A Zs} = At {R(T))

(3.3)

(3.4)

(3.5)

(3.6)
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ol [M] est la matrice masse et {R(t)} le résidu, qui représente les termes associés a :

j grad y + Q) dA - f V qi(7) dSq

S

Le choix de 1T est important pour obtenir un schéma robuste, stable et peu
diffusif. Si on choisit T = t, le schéma est explicite et instable. Si on choisit T=1t +
At, le schéma est implicite et diffusif. Le schéma de Lax-Wendroff que nous
présentons ci-apres est associé a T =t + At/2.

Dans cette étude, nous utilisons un élément triangulaire a 3 nceuds T3 (Fig. 3.1.a)

3.3. Schéma de LAX-WENDROFF

L'adaptation du schéma de Lax-Wendroff a la méthode des éléments finis a été
faite notamment par [ARG 89],[DHA 92],[DON 84]. DONEA et al. ont présenté le
schéma de type Taylor-Galerkine, qui correspond au schéma de Lax-Wendroff pour
les probleémes linéaires. Par contre, le schéma présenté ici est une adaptation du
schéma de Richtmeyer-Lax-Wendroff pour les problemes non-linéaires exprimés
sous forme conservative.

Ce schéma est utilisé en deux étapes : une étape de prédiction et une étape de
correction.

+ Etape de prédiction :
Par le choix de y ( constante pour I'élément T3), nous pouvons travailler au niveau

de I'élément pour la résolution de (3.1). L'espace admissible de y est L2 et de g est
C9. Nous avons :

W= We=0 = W=0 &)

soit en désignant par Z, la valeur moyenne sur I'élément de la cote du fond :

ztfﬂm:ztf_}—i?%

fe divg dA=0 avec 2}=#fez; dA (3.8)
A A

qui peut s'écrire sous la forme :

At
2

z;+At/2

S5t At ——=1

=Z; - = div g (3.9
. —t . ,,

div g, est la valeur moyenne de la divergence sur 1'élément, du vecteur transport,

calculée par la formulation suivante :
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—_— a "
divg, = a5‘“+ 2 = (N ) e +(N) {ad) (3.10)

ol {qi,} et {q},} représentent les valeurs nodales du transport solide  I'instant t

aux 3 sommets de I'élément et <N ,> et <N > les transposés des vecteurs dérivés
des fonctions d'interpolation.

n3 n3
73
nl nl
n2 n2
a - élément triangulaire b - niveau moyen sur I'élément

Figure 3.1. Eiément triangulaire a 3 nceuds

A Vlissue de cette premiére étape, nous sommes en mesure de calculer
=t+At/2 —~t+ A2 —t+ At/ :
Qs ={Qsx » Qsy qui est la valeur moyenne du vecteur transport sur
I'élément.

I1 est important de noter que cette étape ne nécessite aucun assemblage de vecteur

ni de résolution globale ; le calcul se fait élément par élément.
* Etape de correction :
Pour cette étape, on utilise la forme variationnelle faible (3.2). L'espace

admissible de y et de Z; est CO et de q, est L2. Le résidu élémentaire se calcule par la
relation :

{r}___[ [{N,x} a;:m/z + (N,y} astyﬂwz]dA'f {N} a;+At/2 dSq (3.11)
A® ¢

puis est assemblé sur le domaine pour obtenir {R(t + At/2)}. Les termes sur S¢ ne
sont calculés que sur les cotés des éléments frontiéres. Bien que la relation (3.6)
puisse &tre résolue de multiples maniéres, nous avons choisi une méthode
d'itérations de type Jacobi qui donne une bonne convergence :

Mo () = a0 (R 0) -} 2 )

{azg }={azi~"} + {0}

(3.12)
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oll [Mp] est la matrice masse sous forme diagonale et [M] la matrice masse
consistante. Trois ou quatre itérations suffisent pour obtenir la convergence
souhaitée (remarquons que [M] est définie positive).

Dans le cas d'un probléme & une dimension, ce schéma a deux étapes de type
Lax-Wendroff peut étre représenté par le diagramme suivant :

Temps
t+ At Etape globale : W
T=t+At/2 — Etape locale : WI
t S i i+1 >x

Figure 3.2. Diagramme espace-temps

L'algorithme de ce schéma est présenté ci-dessous :
Pour chaque pas de temps ta t + At

- étape locale
obtenir pour chaque élément Z,' *A2 en utilisant 3.9

calcul de {g¢ * 2“2} sur chaque élément.

- étape globale
calcul de {r (t=t+ At)}} par (3.11) puis assemblage

résolution de (3.6) par itérations (3.12) pour obtenir {Zf'J'At}

Figure 3.3. Algorithme du schéma de LAX-WENDROFF

Si l'on applique le schéma de Lax - Wendroff a 2 étapes (utilisé¢ pour la
résolution d'équations non linéaires), a la résolution d'une équation linéaire du type

> - nd . P . g . .
gs = ur Zs, ol us peut étre assimil€ 2 la vitesse du flux sédimentaire. 11 vient :

1%6tape: Z; M2 = 7} + % div (g Zf')
(3.13)
26Meétape:  Z A = 70 + At div(u; Z{ M)
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Si nous substituons th+A[,2

nous obtenons :

ZH M = 7t + At div(fffo') + %‘2div(l_l;‘div(afzft)) (3.19)

obtenu dans la premiére équation, dans la seconde,

Nous retrouvons le schéma de Taylor - Galerkin a I'ordre 2 dit TG2, qui est un
schéma au second ordre en temps [DON 84].

Faute de pouvoir mener une étude théorique sur la détermination du critere de
stabilité relié a 1'équation non-linéaire (2.9), nous proposons de retenir le critére de
stabilité déterminé par Selmin [SEL 86] :

. . At 1
monodimensionnel: ¢, =u;— < —

Ax /3"
(3.15)

Lo . Al 1 At 1
bidimensionnel: ¢, =y — < —=;c, =V;— < —
Ax /877 TAy /B

Remarque : la transposition de ces valeurs obtenues avec le schéma linéaire au
schéma non-linéaire permet le choix d'un pas de temps acceptable.

3.4. Schéma aux caractéristiques

Nous allons faire 'hypothese que le transport solide q; ne dépend que du débit

liquide ag =<y, qy > etde laprofondeur d'eau H.

d,=q, (qe,H)|—§—I : (3.16)

soit : Qsx = G5 (%) et gy = G (Sg) 3.17
G Qe

On peut d’autre part écrire, puisque g, et gy, sont des fonctions de qg, Qg et de

H :

Mo _ 9 W , i Iy | 30y OH
ax dgy Ox  dgy Ox JH dx

(3.18)
aqsy _ aqsy aq,x aqsy i(}gy. + aqsy aH

dy o4 dy ' oq dy ' oH dy
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Nous voyons apparaitre des termes en dH/dx et dH/dy. Si I'on ne conserve dans
le premier membre que des termes en Zf, I'équation (2.9) s'écrit :

azf aqsx aZf a(]sy aZf _
o 9H 9x Tl 9y O (3.19)

avece |
aqsx aqﬁx aqsx aq?y aQSx aZs

(3.20)

En exprimant les composantes du vecteur transport en fonction des variables
indépendantes choisies, il vient finalement :

0Z; |[qy 0Z ey 0Z¢| dg
o e x Ta | wmS (3.21)
. 9z .,  —
soit ?t—f + C;ogradZ;=$S (3.22)

Cette équation traduit donc une propagation des formes du fond, avec déformation
due au terme source S, dans la direction du courant, a la célérité c; donnée par :

dq;

f=—§—ﬁ? >0) (3.23)

C

Ce schéma de résolution est un schéma de type prédicteur-correcteur qui se
décompose en trois étapes [PEL 91] :

+ Etape de prédiction :
Nous utilisons 1'équation de convection (3.23), qui est traitée en deux pas :
* Convection sans terme source (calculée avec la méthode des caractéristiques

[HER 86]), pour calculer une valeur approchée Z{

¥ . .
5o gradZ;=0 (3.24)

« Traitement du terme source :

FIM Z 74 At (3.25)
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* Etape de calcul de Z]:

A partir de cette estimation du fond a I’instant t + At, on calcule le transport
solide avec un 8-schéma :

>+ BAL St+at

& '=egq +(1-0)a (3.26)

AL f~ta A -
Avec: g5 = Qs (Zf ) et g, calculé explicitement au temps t

+ Etape de correction :

Dans cette ultime phase, nous résolvons :

0Z; _ div( "‘t+6At)

= T T s

= (3.27)

Cette étape est résolue par une méthode éléments finis qui conduit au systéme
linéaire suivant :
[M{Z;**) =[M]{Z{} - At (R} (G27

ol {R} est associé a div gs. Ce systeéme est résolu en multipliant par I'inverse de la
matrice de masse.

4. Description des cas tests
La comparaison des deux schémas a été réalisée sur cinq cas-tests de nature
académique ou comportementale, en supposant un écoulement a plafond (surface

libre fixe). Les conventions sont illustrées sur le schéma suivant :

L'équation (2.9) devient :

i oZ L=
_ surface libre > a_tf —divg,=0 4.1)
= X
le signe négatif dans (4.1) est di a l'axe
fond des Z; dirigé vers le bas.
Zf /!

Dans les exemples traités, les
parametres physiques ont les valeurs
suivantes :
Fi 4.1. C j

igure onventions ps = 2665 Kg/m? ; dgy = 0,3 mm

Ke=Ch H 6 =80
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* Transport linéaire (Fig. 4.2) : le test consiste & analyser la convection sans
déformation d'une dune en supposant la vitesse du fluide uniforme en tout
point : V; = Qq /0,3. L'équation du fond a t = O est la suivante :

Z;=03-0,1 sinz(@) pour x €[2,10]

Z¢=0,3 sinon “2)

Pour les trois exemples suivants, nous utilisons I'expression (4.7) pour calculer
I'évolution des fonds soumis au transport non-linéaire, évalué par la formule
d'Engelund-Hansen.

* Dune dans un canal a plafond (Fig. 4.3) : la dune précédente (4.2) est placée
dans un champ de vitesse qui dépend de la profondeur d'eau. Le champ des
vitesses est donné au nceud "i" par V;=Q,/B H;. Q est le débit du canal de

largeur B et de profondeur H; au neeud i.

* Pente constante soumise a l'érosion (Fig. 4.4) : le transport solide, non
uniforme, conduit & des érosions du fond sur I'ensemble du bief, dont le profil
tend vers I'horizontale. L'équation du fond a t = O est la suivante :

Zf=03-0,01x 4.3)
Le champ des vitesses est identique au précédent.

* Fosse (Fig. 4.5) : il s'agit d'étudier 'amorce du processus de comblement d'une
fosse, par apport continu de matériaux en transport saturé. Il se produit, comme
attendu, un comblement sur la face amont de cette fosse et une érosion sur sa
face aval. Les pentes de la fosse sont de 10 %.

* Rotation d'un cone dans un champ de vitesse rotationnel (Fig. 4.6) : c'est
le seul exemple vraiment bidimensionnel de cette série de tests. Il consiste a
analyser le comportement d'une perturbation soumise 4 une convection pure. La
solution analytique correspond a une convection sans déformation. Le cone, de
rayon 6 m est centré en xg = -3,5, yo = 0 et a pour équation at =0:

- (x—x0)2 "(Y‘yo)2
Zi=e 2 avec1=0,5 “4.4)

Sa vitesse angulaire est de = 2 n/32 rad/sec.

Le tableau suivant dresse un inventaire des données relatives a chacun des cas
tests étudiés.
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Dune Dune Pente Evolution | Rotation
transport canal 4 | soumise a d'une d'un cdne
linéaire plafond | l'érosion fosse

Domaine rectangle rectangle rectangle rectangle Carré
Dimension } 12 m 12m 12m 12m 252 m
/0x
Dimension |2m 2m 2m 2m 252 m
/0y
Profondeur 03 m 0,3m 0,3 m 0,3m 0,3 m

768 768 768 768 3528
d'éléments
Nbre de 441 441 441 441 1849
neceuds
Type canal a canal 2 canal a canal 2 domaine a
écoult plafond plafond plafond plafond plafond
Débit 200 Vs 200 Vs 200 /s 200 /s vitesse
amont angulaire
Transport | Linéaire Engelund- Engelund- Engelund- Engelund-

Hansen Hansen Hansen Hansen

Solution | analytique analytique analytique analytique analytique
initiale
Pas de 360 s 1800 s 360 s 720 s ls
temps
Temps de | 4 heures 4 heures 430 h 4heures 128 s
simul”
Solutions | Analytique | Analytique | Analytique | Analytique | Analytique

Les quatre premiers tests, de nature monodimensionnelle, possédent une solution
analytique qui peut étre déterminée par la méthode des caractéristiques. Pour cela, il
suffit de transformer I'équation (2.9) en explicitant la formule de transport solide
utilisée, en fonction de la variable Zt.

A cet effet, la formule de transport d'Engelund-Hansen (2.11) devient, en

utilisant la formule de rugosité de Manning-Strickler pour calculer la contrainte de
cisaillement hydrodynamique :

Q%
K2ZP |

|ajd
K% H1/3

’El

1=pg =pg 4.5)

=t

les contraintes de cisaillement adimensionnelles sont données par :

To=To/(Ps-p)gd et Ter=0 (4.6)
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Avec ces diverses expressions, 'équation (4.1) se transforme en :

3z 3z, ¢¢ = 1,5 m/h pour le transport linéaire
—Tc—r=0 avec “@.n
ot Tox -6.5

ce=5,507Z;:"" sinon

ol a=3,7110"10,

Nous obtenons la solution analytique de chacun de ces cas tests par la méthode
des caractéristiques. Celle-ci nous donne la vitesse de déplacement horizontale de
chaque point du domaine par l'expression :

dx -6.5

—= Ze

at 5507 (4.8)
Remarque : dans le cas du transport de la dune dans le canal a plafond, il se produit

un choc, dont les coordonnées dans 1'espace (t,x) sont :
t= 4h30mnetx=8,17m

Ce choc n'a pas d'existance réelle. Il correspondrait en nature 4 un écroulement de la
face aval de la dune, qui ne se produit pas dans la réalité, a cause de 1'effet diffusif de
la turbulence.

5. Analyse des résultats - conclusion

Au vu des résultats obtenus, qui sont illustrés sur les figures ci-dessous, les
premigres conclusions que I'on peut tirer sont les suivantes :

* Les réponses numériques sont confondues avec la solution analytique pour
les cas du transport linéaire et de la pente constante soumise a
1'érosion.

* Les réponses sont trés voisines pour les cas de la dune dans un canal a
plafond et de la fosse, jusqu'au moment du choc. A noter que le schéma
de Lax Wendroff continue de donner une réponse apres le choc alors que le
schéma aux caractéristiques diverge.

* La rotation du cone dans un champ rotationnel fait par contre
apparaitre des comportements différents des deux schémas. Le caractére
plus diffusif des caractéristiques apparait d'une part dans la diminution du
pic de la perturbation (hmax = 0,71 pour Lax Wendroff contre hmax =
0,52 pour les caractéristiques) et d'autre part dans I'allongement de la
forme dans le sens de la rotation.

En conclusion, les deux schémas numériques donnent des résultats sensiblement
comparables, excepté sur le cas du cone tournant ol le schéma aux caractéristiques
s'avere plus diffusif. Grice a sa simplicité de mise en ceuvre et a son efficacité
numérique, c'est le schéma du type Lax-Wendroff qui a été retenu pour &tre implanté
dans SISYPHE.
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Notations
a épaisseur de la couche de charriage
C,  coefficient de Chézy
Cx nombre de courant / Ox : ¢, =u At/ Ax
Cy nombre de courant / Oy : ¢, = v At/ Ay
d diametre caractéristique du grain
dsg  diametre médian de la courbe granulométrique
(50% de passant au tamisage)
d,  diametre du grain : m % de passant au tamisage
1
ds diametre sédimentologique dx = (A g /v2)§ dy,
g accélération de la pesanteur
h épaisseur de la couche de suspensionh =7, _7Z,
H profondeur d'eau : H=7,_Z;
I pente de la ligne d'énergie
n porosité de la couche de fond
K;  coefficient de Strickler K; = V/I12H!3
G débit liquide par unité de largeur : Gy =< g, , Gy >
as débit solide par unité de largeur : Eis = <Qgx, Gsy>
t temps
u vitesse moyenne sur la verticale : U = <u, v>
X,y  coordonnées horizontales
Z, niveau supérieur de la couche de charriage
Z niveau du fond
Z, niveau de la surface libre
A densité apparente du sédiment A = (p; - p)/p
v fonction test de Galerkine
p masse volumique de l'eau
Ps masse volumique de du grain
Ty contrainte hydrodynamique moyenne sur le fond
T+p  contrainte hydrodynamique adimentionnelle sur le fond
T  contrainte critique de mise en mouvement des particules
T+r  Contrainte critique adimentionnelle de mise en mouvement
v viscosité cinématique de l'eau v = 1.106
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Fosse

Figure 4.5b
Schéma aux caractéristiques
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Rotation d'un cone

Figure 4.6
Schéma de Lax-Wendroff
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