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RESUME. Dans cet article, nous proposons une procedure d'adaptativite des mail/ages a base 
de quadrilateres. Cette procedure est basee sur une mesure d'erreur en relation de 
comportement, sur une technique de prediction des maillages robuste qui prend 
automatiquement en compte les zones de concentration de contraintes et sur un mailleur 
automatique en quadrilateres. Nous proposons en application pour les structures elastiques 
2D /'extension dans le cas d'elements quadrilateraux de l'automatisation des calculs elements 
finis, que nous avons deja developpe pour les triangles. L'utilisateur decrit le probleme 
mecanique et il donne le niveau de precision souhaite. La procedure d'automatisationfoumit 
alors, pour un cout de calcul aussi reduit que possible, une solution approchee qui respecte 
la precision desiree. Des exemples d'application sont presentes pour des discretisations 
utilisant des quadrilateres a 4 ou a 8 nceuds. 

ABSTRACT. This paper gives a procedure of mesh adaptivity with quadrilateral elements. This 
procedure uses an error measure based on the constitutive relation, an efficient adaptive 
technique which automatically takes account of the singularities and the regions of stress 
concentration and a mesh generator of quadrilateral elements. We propose as application for 
2D elastic structures the extension of automation of the finite element analysis which has 
been developed for triangular elements to the quadrilateral elements. The user describes the 
problem and the level of desired accuracy. The procedure then provides an approximate 
solution for a minimal computation cost with the respect of the desired accuracy. Examples 
are presented for discretizations using 4- or 8-node quadrilateral elements. 

Mars- CLES : erreur en relation de comportement, adaptativite, maillage en quadrilateres, 
automatisation. 
KEY WORDS : error in constitutive relation, adaptivity, mesh with quadrilateral elements, 
automation. 
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1. Introduction 

Depuis une quinzaine d'annee, de nombreux estimateurs d'erreur pour les 
problemes lineaires ont ete proposes et etudies par differents auteurs : 

- indicateurs d'erreurs construits a partir des residus des equations d'equilibre 
([BAB 78], [GAG 83], [KEL 83] ... ), 

- indicateurs d'erreurs obtenus en comparant la contrainte elements finis et une 
contrainte obtenue par lissage ([ZIE 87], [ZIE 89], [ZIE 92] ... ). 

Pour notre part, nous developpons depuis 1975, une methode generale de 
contrOle de la qualite des solutions elements finis qui est basee sur la notion d'erreur 
en relation de comportement et sur des techniques adaptees de construction de 
champs admissibles ([LAD 75], [LAD 83], [LAD 86], [LAD 91], [LAD 92], ... ). En 
couplant cette mesure d'erreur et la h-generation de maillages, une procedure 
d'adaptation des maillages a ete developpee. Ces etudes ont ete jusqu'ici effectuees 
uniquement avec des maillages triangulaires ([LAD 86], [COO 92a], [COO 92b], 
[COO 93a]). L'objet de cet article est de presenter !'extension de ces differentes 
methodes aux elements quadrilateraux. 

Au paragraphe 2, nous rappelons la notion d'erreur en relation de comportement 
et les grandes lignes de son utilisation dans le cadre des calculs elements finis et 
nous developpons en annexe la technique de construction des champs admissibles 
pour les quadrilateres. 

Au paragraphe 3, nous rappelons le principe de la procedure d'adaptativite. Elle 
prend en compte automatiquement la presence de singularites et plus generalement 
la presence de zones de concentration de contraintes [COO 93a]. Le mailleur 
automatique capable de generer des maillages avec des melanges d'elements 
triangulaires et quadrilateraux ou avec seulement des quadrilateres a ete obtenu a 
partir du mailleur ARAIGNEE developpee au LMT. Cette adaptation utilise les 
techniques de transformation de triangles en quadrilateres proposees dans 
[RAN 93]. Les exemples presentes en elasticite 2D prouvent l'efficacite de Ia 
methode retenue. De plus, un exemple test [BEC 91] permet de mesurer la 
sensibilite de notre mesure d'erreur a la distorsion des elements sur differents 
maillages et un autre de comparer les performances de elements triangulaires et 
quadrilateraux. 

Au paragraphe 4, nous proposons en application !'extension aux quadrilateres de 
la technique d'automatisation des calculs que nous avons deja developpee pour les 
triangles [COO 93b]. L'objectif vise est de reduire les interventions de l'utilisateur a 
la description du probleme a traiter (geometrie de la structure et donnees 
mecaniques) et au choix du niveau de precision desiree pour !'analyse elements 
finis. Elle permet, meme a un utilisateur non specialiste en calcul des structures, de 
realiser des analyses elements finis avec une qualite fixee a l'avance pour un coOt 
aussi reduit que possible. Les exemples presentes montrent que cette methode 
fonctionne aussi bien pour les elements quadrilateraux que pour les triangles. 
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2. Erreur en relation de comportement 

Nous considerons ici le probleme du calcul d'une structure en elasticite 2D 
(contraintes planes ou deformations planes). Mais toutes les notions qui vont etre 
introduites s'etendent sans difficultes au cas axisymetrique. 

2.1. Notations 

Nous supposons que la structure occupe un domaine n. Sur une partie o1n du 
bord an, le champ de deplacement est impose : 

U=Ud 

Sur la partie complementaire : 

on impose une densite d'efforts ~. D'autre part, Q est soumis a une densite d'efforts 

fd et l'operateur d'elasticite du materiau (operateur de HOOKE) est note K. Le 

probleme elastostatique peut etre formule de la fa~on suivante : 

Trouver un champ de deplacement U et un champ de contrainte cr tels que : 

• u verifie les liaisons cinematiques : 

u = ud ( + regularite) [la] 

• cr verifie les equations d'equilibre : 

V'U' (regulier) tel que u· = 0 sur o
1
Q 

r crre(U')dn= r tu'dn+f ~ru·ds Jn Jn a,n 
[lb] 

• <ret la deformation E(U) verifient la relation de comportement elastique : 

cr = Ke(U) [lc] 

Nous supposerons que ce probleme est resolu de fa~on approchee par la methode 
classique des elements finis en deplacement. Le champ de deplacement approche est 
note uh et le champ de contrainte cr h. 

2.2. Mesure des e"eurs de discretisation 

Pour mesurer les erreurs de discretisation, nous utilisons la notion d'erreur en 
relation de comportement introduite par LADEVEZE [LAD 75]. Les idees de base 
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de Ia methode, ainsi que les procedures de mise en reuvre ([LAD 83], [LAD 86], 
[LAD 91 ]), sont brievement rappelees ci-dessous. 

2.2.1. Definition et mesure de l'erreur 

Soit (; un champ de deplacement cinematiquement admissible, c'est-a-dire un 
champ de deplacement qui verifie [1a] et & un champ de contrainte statiquement 
admissible, c'est-a-dire un champ de contrainte qui verifie [1b]. La quantite: 

[2] 

est appelee erreur en relation de comportement associee au couple (U,a). Si e est 

nul, alors (U,a) est Ia solution du probleme [1]. Sinon, e perrnet d'apprecier Ia 

qualite de (U,a) en tant que solution approchee du probleme [1]. Pour mesurer 
cette erreur e , on utilise classiquement Ia norrne en energie sur Ia structure : 

[3] 

avec: 

[4] 

A cette erreur absolue, on associe l'erreur relative globale : 

[5] 

ainsi que la contribution a cette erreur d'une partie E de Q (en pratique E sera un 
element quelconque du maillage) : 

E Jl&-Ke(U)IL 
E II&+ Ke(U)IL [6] 

avec: 

II (J liE= [t (JT rl (J dEr [7] 

La mesure globale e permet de quantifier la qualite globale de !'approximation 

(ll,&) et les contributions locales eE perrnettent de localiser les erreurs sur Ia 
structure. Bien entendu, on a : 

[8] 
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2.2.2. Construction des champs admissibles 

Pour pouvoir appliquer cette demarche, il est necessaire de faire un post­
traitement de Ia solution E.F. (Uh,ah) de fa~on a construire, a partir des donnees du 

probleme de reference [I] et de cette solution E.F. (Uh,ah), uncouple deplacement-

contrainte ( Uh, & h) admissible. Dans le cadre de Ia methode des elements finis en 

deplacement de type conforme, on sait que le champ de deplacement Uh est 

cinematiquement admissible. En consequence, par simplicite, on choisit 
generalement : 

[9] 

Par contre, Ia contrainte ah calculee n'est pas statiquement admissible. II est done 

necessaire de construire un champ de contrainte a h qui verifie rigoureusement les 

equations d'equilibre. Pour effectuer cette construction, on impose a a h d'etre relie a 
a h par les conditions de prolongement : 

[10] 

qui doivent etre verifiees pour toute fonction de base q>, associee a Ia discretisation 

elements finis utili see et pour tout element E du maillage. 

Dans une premiere etape, en utilisant [ 1 0], on determine sur Jes faces des 
elements, uniquement par des calculs locaux nreuds par nreuds des densites d'effort 

fr telles que : 

[11] 

pour tout u·, champ de deplacement de solide sur !'element E. Dans [11], T]E = ±1 

et T]E est constant sur chaque face de E . De plus, sur une face commune a deux 
elements E1 et E

2 
, on a : 

[12] 

Dans une deuxieme etape, le champ de contrainte a h est construit sur chaque 

element E en determinant une solution simple des equations d'equilibre : 

divah + fd = 0 dans E} 
a h n = 11J sur ()E 

[13] 
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ou n est, sur "dE, le vecteur normal unite exterieur (voir annexe). En effet, Ia 
condition [II] montre que les equations [13] admettent des solutions. II est a noter 

que [II] est encore verifiee, si I' on rem place, sur une face r, Ia densite F 
construite par fr + ii ou ii est une densite d'effort a resultante nune et a moment 

nul sur r. Par exemple pour les quadrilateres a quatre nreuds, F est construit affine 
sur chaque cote r : 

[I4] 

avec : A et B vecteurs constants et A1 et A
2 

coordonnees barycentriques sur Ie cote 
r. En prenant : 

[15] 

ou t est un vecteur unitaire porte par r, on obtient des champs & h qui conduisent a 
une mesure d'erreur de meilleure qualite [COO 92c]. 

3. Determination de maillages optimises 

Nous utilisons ici Ia h -version qui est Ia procedure d'adaptativite des maillages 
actuellement Ia plus utilisee : on modifie Ia taille et la topologie des elements mais 
le degre des polynomes d'interpolation est conserve pour les differents maillages. 
D'autre procedures telle que Ia p -version ou l'on conserve le maillage et ou l'on 
modifie le degre des polynomes d'interpolation ont egalement ete introduites 
([ODE 89], [SZA 86]). Mais actuellement, cette methode est peu utilisee car les 
codes industriels comportent rarement des elements de degre superieur a 2. 

3.1. Procedure d'adaptativite 

3.1.1. Definition d'un mail/age optimal 

L'objectif de toute procedure d'adaptativite est de garantir a l'utilisateur un 
niveau de precision £

0 
tout en minimisant les coOts de calcul. Nous utilisons Ie 

critere d'optimalite introduit par LADEVEZE et coli. ([LAD 86], [LAD 91]); un 
maillage T' est optimal re1ativement a une mesure d'erreur £ si : 

e · = £0 precision demandee } 
N' nombre d' elements minimum 

[16] 

Ce critere d'optimisation conduit naturellement a minimiser les coOts de calcul. Pour 
resoudre le probleme [16], on utilise Ia procedure suivante: 

(i) on effectue un premier calcul sur un maillage T relativement grossier 
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(ii) on calcule l'erreur globale E et les contributions locales E E 

(iii) on determine les caracteristiques du maillage optimal T'. 

La methode qui permet de resoudre le point (iii) est decrite brievement au 

paragraphe suivant. Ensuite, on construit le maillage T' a !'aide d'un mailleur 
automatique et !'on effectue un second calcul elements finis. 

3 .1.2. Calcul des tailles optimales 

Pour determiner les caracteristiques du maillage optimal T', Ia methode consiste 
schematiquement a calculer sur chaque element E du maillage T un coefficient de 
modification de taille : 

h' 
r = _!L 
E h 

E 

[17] 

ou he est Ia taille de !'element E et h; Ia taille qu'il faut imposer aux elements de T' 
dans la zone de E pour assurer l'optimalite. Le calcul des coefficients rE est base sur 

le taux de convergence des contributions a l'erreur : 

[18] 

ou Pc est un coefficient de convergence qui depend du type d'e!ements utilise mais 
aussi de Ia regularite de Ia solution. Ces coefficients sont calcules de la fa~on 
suivante ([COO 92a], [COO 92b], [COO 93a]): 

(i) detection automatique des nreuds singuliers et evaluation numerique du 
coefficient pE pour les elements connectes aux nreuds singuliers, 

(ii) pour les autres e!ements, on fixe: Pc = p, degre du type d'elements utilise. 

Le nombre d'elements de T' peut etre evalue par : 

Le probleme [16] devient: 

. I. 1 N= -
2 

E TE 

• "' 1 Minimiser N = -'-' --;-
E TE 

[19] 

[20] 

La resolution numerique de [20] permet de calculer les coefficients rE et d'obtenir 
ainsi une carte des tailles optimales. 
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3.2. Construction du mail/age 

Une fois les tailles optimales determinees, le maillage optimise T" est construit. 
Pour cela, il faut utiliser un mailleur automatique capable de respecter correctement 
une carte de taille. Plusieurs mailleurs de ce type ont ete realises par differents 
auteurs [GEO 91] et certains de ces mailleurs commencent a etre commercialises. 
Pour les exemples que nous presentons ci-dessous, nous avons utilise Ie mailleur 
ARAIGNEE developpe au LMT. Ce mailleur generant uniquement des elements 
triangulaires, nous utilisons pour transformer les triangles en quadrilateres Ia 
methode developpee par RANK et coli. dans [RAN 93]. 

Cette methode consiste a combiner deux triangles voisins en un quadrilatere. 
Evidemment cette strategie ne peut creer un maillage constitue uniquement de 
quadrilateres pour un nombre impair de triangles. Meme dans le cas d'un nombre 
pair, il peut rester des triangles isoles. Une seconde strategie permet de resoudre ces 
difficultes : les triangles sont combines en quatre quadrilateres (figure I) et les 
triangles isoles en trois quadrilateres (figure 2). Toute geometrie peut ainsi etre 
maillee en n'utilisant que des elements quadrilateraux. Bien sur, le changement de 
tailles des elements est pris en compte dans Ia procedure de calcul des coefficients 
re de far;on que Ia taille finale des quadrilateres soit Ia taille desiree. 

Figure 1. Quadrilateres crees par combinaison de deux triangles 

Figure 2. Triangle decompose en trois quadrilateres 
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3.3. Controle de l'optimalite 

Un nouveau calcul elements finis est ensuite effectue sur ce maillage. Pour juger 
de l'efficacite des differentes procedures utilisees, il convient de controler 

l'optimalite du maillage T'. Une premiere verification consiste simplement a 
calculer l'erreur E' de discretisation sur ce maillage. Si cette erreur n'est pas voisine 
de la precision desiree E

0 
il est certain que le maillage n'est pas optimal. Par contre, 

meme si E' est proche de E
0

, cela ne suffit pas a prouver l'optimalite de T'. 

Pour controler l'optimalite une methode simple consiste a determiner a nouveau 
une carte de tailles optimales pour une precision demandee egale a Ia precision 

obtenue E'. Si le maillage construit est parfaitement optimal, Ia procedure doit 
donner des coefficients de modification de taille uniformes et egaux a 1. Sur tous les 
exemples, nous presenterons ces cartes de coefficients rE, appelee cartes 
d'optimalite, qui permettent d'apprecier Ia qualite du maillage optimise obtenu. En 
pratique, on considere que les tailles demandees sont correctement respectees si : 

0, 75 ~ rE ~ 1, 25 [21] 

3.4./ndice d'effectivite 

II est souhaitable qu'une mesure d'erreur e se comporte comme l'erreur vraie eh 

lorsque la taille h des elements tend vers 0 ([ODE 89], [STR 92a], [STR 92b]). De 
fa<;on precise, si !'on a: 

[22] 

ou llehll est une norme adequate de l'erreur vraie, on souhaite avoir egalement: 

[23] 

Cette propriete est verifiee s'il existe deux constantes C
1 

et C
2 

telles que, lorsque Ia 

taille h des elements tend vers 0 : 

[24] 

La qualite d'une mesure d'erreur est aussi evaluee au moyen de l'indice d'effectivite : 

[25] 

Cet indice d'effectivite doit etre aussi proche de 1 que possible. 



388 Revue europeenne des elements finis. Volume 3- n° 311994 

Dans une procedure d'automatisation, il nous semble egalement important 
d'imposer ala mesure d'erreur e d'etre conservative, c'est-a-dire de toujours majorer 
l'erreur vraie : 

y ~ 1 [26] 

Cette condition est en effet indispensable pour garantir le respect de Ia qualite 
demandee par l'utilisateur. 

11 est a noter que, pour Ia plupart des indicateurs d'erreurs proposes dans Ia 
litterature, cette condition n'est pas verifiee ([ZIE 87], [ODE 89], [STR 92a], 
[STR 92b]); seuls les indicateurs bases sur Ia dualite [STR 92a] verifient cette 
propriete. Notre methode permet de construire une mesure d'erreur e qui est 
conservative et qui se comporte comme l'erreur vraie lorsque h tend vers 0; elle 
verifie en effet les inegalites [24] avec C

2 
= 1. 

4. Exemples 

4.1. Exemples d'optimisation en quadrilateres 

L'ensemble des procedures decrites ci-dessus ont ete programmees dans le code 
d'estimation d'erreur ESTEREF ([LAD 91], [LAD 92]) que nous developpons 
depuis plusieurs annees. II s'agit d'un post-processeur qui peut etre interface avec 
tout code elements finis et tout mailleur automatique capable de respecter une carte 
de taille. Actuellement, ESTEREF est interface avec CASTEM 2000 (qui a ete 
utilise pour les exemples presentes) et avec ABAQUS. Nous presentons ci-dessous 
trois exemples de construction de maillages optimises sur des problemes 2D 
utilisant des quadrilateres a 4 nreuds ou 8 nreuds. 

Le premier exemple (figure 3) est une plaque fissuree traitee en contrainte plane 
avec un melange de quadrilateres a 8 nreuds et de triangles a 6 nreuds. L'erreur 
imposee est de 2%. Le second exemple est une console traitee en contraintes planes 
avec un melange de quadrilateres a 4 nreuds et de triangles a 3 nreuds (figure 4). 
L'erreur imposee est de 5%. 

Pour chacun d'eux, nous donnons: (a) le probleme mecanique, (b) le maillage 
initial, (c) le maillage optimise, (d) la carte d'optimalite. 

Pour le second exemple, nous avons calcule sur un maillage tres fin optimise 
pour 1% une solution que l'on peut considerer comme solution de reference. Ceci 
nous permet de calculer l'indice d'effectivite y de l'erreur en relation de 
comportement. Ainsi, nous avons obtenu y = 1,30 sur le maillage initial et y = 1,34 
sur le maillage optimise. 

Le troisieme exemple est un cas test comportant a Ia fois des singularites et des 
zones de concentration de contraintes qui permet de verifier que la procedure 
automatique proposee fonctionne correctement. Le calcul est effectue en contrainte 
plane avec des quadrilateres a 8 nreuds et l'erreur desiree est de 5%. Sur la figure 5, 
nous donnons : (a) le probleme mecanique, (b) le maillage initial, (c) la carte des 
contributions locales EE, (d) la carte des coefficients de convergence pE, (e) le 
maillage optimise, (f) la carte d'optimalite. 
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Pour chacun des exemples l'erreur demandee est bien respectee et les cartes 
d'optimalite prouvent l'efficacite des methodes utilisees. Sur ces exemples, il est a 
noter que le maillage optimise a ete obtenu en une seule iteration. Au vu des 
nombreux exemples traites, nous avons constate qu'une seule iteration suffit chaque 
fois que l'erreur sur le maillage initial n'excede pas de l'ordre de 3 a 4 fois l'erreur 
demandee. Bien entendu, pour des maillages initiaux tres grossiers deux ou trois 
iterations peuvent etre necessaires. 

(a) Probleme mecanique 
Quadrilateres huit nceuds 

Triangles a six nceuds 

(c) Maillage optimise 
370 elements - 1091 nceuds E = 1.4% 

(b) Maillage initial 
70 elements- 219 nceuds E = 9.7% 

(d) Carte d'optimalite 

Figure 3. Plaque fissuree- Erreur souhaitee £
0 
= 2 % 
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(a) Probleme mecanique 
Quadrilateres a quatre nreuds 

Triangles a trois nreuds 

(c) Maillage optimise 
1090 elements- 1096 nreuds E = 4.5% 

Figure 4. Console test - Erreur souhaitee £
0 
= 5% 

(b) Maillage initial 
437 elements - 437 nreuds 

E= 11.7% 

(d) Carte d'optimalite 



(a) Probleme mecanique 
Quadrilateres a huit nreuds 

Triangles a six nreuds 

(c) Carte des £E 

(e) Maillage optimise 
605 elements- 1839 nreuds e = 5.4% 
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(b) Maillage initial 
730 elements - 2220 nreuds e = 13.4 % 

(d) Carte des pE 

(f) Carte d'optimalite 

Figure 5. Cas test en traction - Erreur souhaitee £
0 

= 5% 
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4.2. Cas tests 

Pour tester la qualite de notre mesure d'erreur, nous considerons un probleme de 
flexion pure d'une poutre en elasticite (figure 6). Le module d'YOUNG vaut 
E = to5, le coefficient de POISSON u = 0.0, la longueur L = 20 et la hauteur H = 4. 
La solution exacte de ce probleme peut etre obtenue analytiquement : 

[27] 

Afin d'etudier !'influence de Ia distorsion des elements, six maillages differents 
sont utilises (figure 7). Les resultats des mesures d'erreur sont regroupes dans les 
tableaux 1 a 3 pour des quadrilateres a 4 mJ:uds. 

Figure 6. Flexion pure sur une poutre en elasticite 

11111111111 11111111 I I I I I I I I I I I 
Maillage A Maillage B 

Maillage C Maillage D 

I ~J ) )) ) ) )) I 
Maillage E Maillage F 

Figure 7. Maillages avec dijferentes mesures de distorsion des elements 
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Maillage E(%) r 
A 8.80 1.00 
B 17.69 1.02 
c 39.41 1.22 
D 48.78 1.28 

Tableau 1. Influence de l'allongement 

(X E(%) r 
fY 17.69 1.02 
wo 19.25 1.04 
20° 22.09 1.08 
300 25.86 1.12 
400 31.86 1.17 

Tableau 2. Influence de a 

0 E(%) r 
9()0 17.69 1.02 
80° 21.20 1.13 
700 31.84 1.43 
(:!JO 49.93 1.87 
50° 72.36 2.50 

Tableau 3. Influence de 8 

Ce test a deja ete utilise pour plusieurs indicateurs d'erreur par BECKERS et 
ZHONG [BEC 91]. Ces resultats montrent que notre mesure d'erreur est bien moins 
sensible a l'allongement eta !'angle (X que les indicateurs testes mais qu'elle est plus 
sensible a !'angle 0. 

4.3. Comparaison des elements triangles et quadrilateres 

Nous considerons le probleme de flexion parabolique d'une poutre en contrainte 
plane (figure 8). La solution exacte de ce probleme qui ne presente pas de 
singularites est connue : 

I X
2 

2 + 3u l / H2 

u = -(2y- H)(--Lx)+--(-- H-+-y) 
E 2 E 3 2 6 
-u 2 I x

3 
2 1 + 2u H

2 

v=-(y -Hy)(x-L)+-(--+Lx )-----x 

[28] 

E E 3 E 6 

Le module d'YOUNG vaut E = 2.105, le coefficient de POISSON u = 0.3, Ia 
longueur L = 2.4 et Ia hauteur H = 0.8. La figure 9 donne J'evolution de l'erreur E en 
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fonction du temps de calcul elements finis sur une station HP735 pour des triangles 
et des quadrilateres a approximation lineaire. Les deux premiers maillages sont 
constitues respectivement de 12 quadrilateres de cote 0.2 et de 24 tr~angles, les 
maillages suivants sont crees par subdivision successive. Cet exemple montre 
l'avantage des elements quadrilateraux sur des maillages reguliers, mais il est 
important de noter que les quadrilateres sont sensibles a Ia distorsion. Le tableau 4 
regroupe les indices d'effectivite obtenus sur les differents maillages utilises. 

N° 1 N°2 N°3 N°4 N°5 
I Triangles 1.31 1.31 1.28 1.20 1.14 
I Quadrilateres 1.13 1.09 1.08 1.08 1.07 

Tableau 4. Indices d'effectivite y 

Figure 8. Flexion parabolique sur une poutre en elasticite 

100 E 

• 
• • Triangle 

[] 

• 
10 [] [] Quadrilatere 

• 
[] 

• [] 

Temps cpu (s) 
1 

1 10 100 

Figure 9. Evolution de l'erreur e en fonction du temps de calcul pour les elements 
lineaires 
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Le meme exemple est repris pour des triangles et des quadrilateres a approximation 
quadratique (figure 10). On constate encore l'avantage des elements quadrilateraux 
sur des maillages reguliers. 

10 

• 
c • • Triangle 

c • C Quadrilatere 

0,1 c • 
c 

Temps cpu (s) 
0,01 -1----4--1-+-+-1--14-4+--+--+-+-+-H-+-H 

10 100 

Figure 10. Evolution de l'erreur e enfonction du temps de calcul pour les elements 
quadratiques 

5. Automatisation des calculs 2D 

5.1. Algorithme d'automatisation 

L'objectif est de minimiser les interventions de l'utilisateur dans Ia phase de 
calcul proprement dite. De fa~on precise, cette intervention doit se limiter aux 
operations suivantes : 

1. description de Ia geometrie 
2. description des donnees mecaniques (deplacements imposes, charges 

app1iquees, coefficients d'elasticite des materiaux) 
3. indication de Ia precision e

0 
desiree. 

A partir d'un premier maillage T
0

, l'algorithme decrit sur la figure 11 permet 

d'obtenir en quelques iterations un maillage optimise pour Ia precision e
0

• Pour le 

choix du maillage initial T
0 

, deux procedures peuvent etre utilisees : 

Choix (1) : l'utilisateur decrit Ia geometrie de la structure par des super-triangles et 
des super-quadrilateres qui constituent alors le maillage initial T

0
; 

Choix (2) : l'utilisateur peut aussi preciser le nombre d'elements approximatif qu'il 
desire sur ce maillage (ce qui revient a fixer le cofit de Ia premiere analyse E.F.). 
Dans ce cas, on en deduit, a partir de Ia surface de Ia structure, Ia taille moyenne 
utile et le mailleur construit, avec cette consigne, un maillage initial T

0 
quasi-

uniforme. 



396 Revue europeenne des elements finis. Volume 3- n° 3/1994 

Description de Ia geometrie 

Donnees mecaniques 

Precision desiree Eo 

Maillage initial T 0 

Code E.F. 
Calcul de Ia solution E.F. 

ESTEREF 
Calcul de E et des EE 

Choix de E cible 

ESTEREF 
Calcul de tailles optimales 

pour Ecible 

Mailleur automatique 
nouveau maillage 

Figure 11. Automatisation des calculs 
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Le premier maillage grossier etant construit, on effectue une premiere analyse 
EOFO dont on determine Ia precision E avec le post-processeur ESTEREFO On 
compare alors cette precision a Ia precision desiree E

0 
0 Comme le maillage T0 est 

grossier, on a generalement E > E
0 

0 II faut done faire au moins une iteration 

d'optimisation pour atteindre Ia precision E
0 
0 Si E n'est pas trop grand devant E0 , 

en pratique si : 

[29] 

oil 8 est un coefficient, on choisit comme valeur cible : 

[30] 

Dans le cas contraire, on fixe la valeur cible par : 

Ecible = E/ d [31] 

oil d est un coefficient. Experimentalement , nous avons constate que les valeurs : 

8 = 4 et d = 3 [32] 

donnent de bons resultats pour les calculs 2D que !'on utilise des quadrilateres a 4 
n<~uds ou a 8 nreuds et des triangles a 3 ou 6 nreudso Une carte de taille est calculee 
par ESTEREF, en prenant Ecible comme precision imposeeo Le nouveau maillage est 

construit a !'aide d'un mailleur automatique et !'on recommence une iteration en 
effectuant une nouvelle analyse EOFo En quelques iterations (de 1 a 4 selon le 
maillage initial), la precision desiree est atteinteo En pratique, une tolerance est mise 
sur le test d'arret: e :s; (1 + t)£0 avec t = 1. 20 

5.2. Exemples 

50201. Exemple 1 

L'exemple de la console est traite avec un melange de quadrilateres a 4 nreuds et 
de triangles a 3 nreuds (figure 12) en contrainte plane en utilisant un maillage initial 
tres grossier (choix (l))o En trois etapes une precision de 409 % est atteinte, pour une 
precision demandee de 5%0 11 est a noter que le maillage obtenu par cette procedure 
est voisin de celui obtenu en une etape a partir d'un maillage initial plus fin 
(figure 9)0 Sur cet exemple, nous avons aussi calcule les indices d'effectivite 
(tableau 5)0 



398 Revue europeenne des elements finis. Volume 3- no 311994 

Nombre d'elements 5 72 476 851 

lndice d'effectivite r 1.65 1.23 1.33 1.32 

Tableau 5. Indices d'effectivite y 

Cet exemple est repris avec des quadrilateres a 8 nreuds et des triangles a 6 
nreuds avec les deux types d'initialisation: choix (1) (maillage a 5 elements) et 
choix (2) (maillage a 37 elements) (figure 13). La precision demandee est de 2%. La 
encore, on constate que les maillages optimises obtenus a partir de maillages 
initiaux differents sont tres voisins. 

Pour tester Ia robustesse de Ia procedure nous avons construit un maillage initial 
regulier tres fin comportant 2319 elements ce qui conduit a une erreur de 
3.2%.(figure 14) En une iteration, un maillage optimise et beaucoup moins fin est 
obtenu. II comporte 412 elements pour une precision de 2.0%. 

Entin a titre indicatif, pour le maillage initial a 2319 elements, le temps CPU 
(sur station HP735) necessaire a la realisation du maillage, au calcul elements finis 
eta l'evaluation des erreurs est de 199s (dont 33s pour l'evaluation d'erreurs et 42s 
pour 1e maillage). En comparaison, le temps CPU total necessaire a Ia procedure 
automatique (figure 12) est de 35s (dont 13s pour les evaluations d'erreurs et 5s pour 
les maillages) avec le choix (1) et de 32s (dont 12s pour les evaluations d'erreurs et 
5s pour 1es maillages) avec le choix (2). On constate ainsi un gain d'un facteur 
d'environ 6, ce qui avait deja ete constate pour les triangles [COO 93b]. 

5.2.2. Exemple 2 

Nous prenons ici l'exemple d'une dent d'engrenage (figure 15). En initialisant 1a 
procedure avec un maillage tres grossier, Ia precision demandee de 2% est atteinte 
en 4 iterations avec une precision finale de 1.7 %. 

5.2.3. Exemple 3 

L'exemple d'un barrage constitue de deux materiaux (beton et roche) est traite en 
n'utilisant que des quadrilateres a 4 nreuds (figure 16). En initialisant 1a procedure 
avec un maillage grossier, 1a precision demandee de 5% est atteinte en 3 iterations 
avec une precision finale de 4.2 %. 

La carte d'optimalite montre que le maillage n'est pas aussi optimal que 
lorsqu'on melange des triangles et des quadrilateres. Ceci est du au fait que les 
elements etant subdivises en quatre, les tailles optimales calculees doivent etre 
multip.liees par deux pour generer le maillage en triangles, le'IDailleur automatique a 
alors plus de difficultes pour respecter les tailles souhaitees. 



a) Triangles a trois nceuds 
Quadrilateres a quatre nceuds 

c)Etape 1 
72 elements- 85 nceuds E = 22.7% 

e) Maillage optimise 
851 elements- 876 nceuds E = 4.9% 
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b) Maillage initial 
5 elements - 12 nceuds E = 53.1 % 

d) Etape 2 
476 elements - 498 nceuds E = 6.8 % 

f) Carte d'optimalite 

Figure 12. Console test- Erreur souhaitee E
0 
= 5 % 
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a) lni tial : 5 elements - 28 nreuds E = 59.1% 

c) Etape 1 : 29 elements- 110 nreuds E = 19.0% 

e) Etape 2: 108 elements- 357 nreuds E = 10.1% 

h) Etape 3 : 267 elements- 844 nreuds E = 4.1% 

b) Quadrilateres il huit nreuds 
Triangles il six nreuds 

d) Initial: 37 elements- 138 nreuds E = 19.3% 

f) Etape 1 : 101 elements- 336nreuds E = 10.2% 

i)Etape 2 : 298 elements- 939 nreuds E = 3.1% 

j) Optimise : 453 elements- 1386 nreuds e = 1.7% k) Optimise: 366 elements- 1145nreuds E = 2.0% 

Figure 13. Console test- Erreur souhaitee £
0 
= 2 % 
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a) Probleme mecanique b) Maillage initial 
2319 elements- 6866 nreuds e = 3.2% 

c) Maillage optimise 
412 elements 1297 nreuds €= 2.0% d) Carte d'optimalite 

Figure 14. Console test- Erreur souhaitee £
0 

= 2% 
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a) Quadrilateres a huit nreuds 
Triangles a six nreuds 

c)Etape 1 
45 elements - 150 nreuds £ = 26.2% 

e) Maillage optimise 
304 .elements - 929 nreuds e = 1. 7% 

b) Maillage initial 
8 elements - 39 nreuds £ = 89.3 % 

d) Etape 2 
146 elements- 463 nreuds £ = 5.9% 

f) Carte d'optimalite 

Figure 15. Dent d'engrenage- erreur souhaitee £
0 
= 2 % 



a) Probleme mecanique 
Quadrilateres a quatre nceuds 

c) Etape 1 
375 elements- 418 nceuds E = 52.7% 

e) Maillage optimise 
1542 elements - 1662 nceuds e = 4.2% 
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b) Maillage initial 
146etements- 174 nceuds E= 79.5% 

d) Etape 2 
305 elements- 350 nceuds E = 14.5% 

f) Carte d'optimalite 

Figure 16. Barrage bi-materiaux - erreur souhaitee E
0 

= 5 % 
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6. Conclusion 

Une procedure d'adaptativite pour les calculs elastiques 2D utilisant des 
quadrilateres a 4 ou 8 nreuds a ete proposee. Les exemples presentes prouvent son 
efficacite aussi bien sur des problemes reguliers que sur des problemes presentant 
des concentrations de contraintes ou meme des singularites. 

A partir de cette procedure, la technique d'automatisation des calculs elements 
finis en elasticite 2D, mise au point avec ces elements triangulaires, a ete etendue 
aux elements quadrilateraux. Pour une precision desiree de l'ordre de 2 a 5%, elle 
necessite tres peu d'iterations. Avec une telle procedure, i1 est possible d'envisager 
de faire effectuer les analyses elements finis meme par des utilisateurs non 
specialistes. En effet, le choix du maillage initial, les differentes etapes et Ia 
construction des maillages intermediaires necessaires pour atteindre Ia qualite 
desiree sont effectuees sans aucune intervention de l'utilisateur. En particulier, 
l'utilisateur n'a pas a savoir reconna!tre a priori les zones qui necessitent d'etre plus 
finement maillees. 

Dans le principe, toutes ces methodes peuvent etre etendues a des elements 
tridimensionnels [GAS 92]. Mais, !'adaptation et plus encore l'automatisation de 
calculs elastiques 3D est actuellement hors de portee; en effet si des mailleurs 
automatiques 3D commencent a etre realisees [GEO 91], ces mailleurs ne sont pas 
encore capables de respecter correctement une carte de tailles. 
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Annexe : Construction du champ de contrainte admissible 

Comme nous l'avons mentionne au paragraphe 2, Ia construction du champ 

admissible cr h se fait en deux etapes. 

Premiere etape : construction de densites de forces F sur les faces des elements. 

On note Et tout element triangulaire ou quadrilateral du maillage. En utilisant 

[12], la densite d'effort sur l'element Et est note TJJ. Un champ crh est 

statiquement admissible si : 

vu· tel que u· = 0 sur aln 
f CJ~E(U')dQ = f tU'dQ+ f ~TU'dS [33] 

n n on 

A partir de [33] et de la condition de prolongement [10] on montre que: 

f TJl<p,df = Qt(i) 
<lE, [34] 

ou: 

Qt (i) = f cr h grad <p,dE- f fd<p,dE 
Et £1: [35] 
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pour toutes les fonctions de base <p; et chaque element E
1

• La quantite Qt ( i) est 

explicitement definie en fonction des donnees et de la solution elements finis (J h. 

De la relation [35] ecrite pour tous les elements Et connectes a un nreud donne i , 

on obtient un petit systeme lineaire d'equations entre les projections : 

[36] 

pour tous les cotes r connectes au nreud i. Par exemple, considerons un sommet 
interne i (figure 17). On pose : 

hi = J 'fl/cp;dr pour j = 1, 2, ... , n 
ri [37] 

De [34], on obtient: 

[38] 

Comme cr h est en equilibre au sens des elements finis, nous avons : 

[39] 

Ce qui implique pour un nreud interne i : 

[40] 

Figure 17. Elements connectes au nreud i 
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[40] admet au moins une solution qui n'est pas unique. En pratique, les bisont 

choisis afin de minimiser : 

'f(b-b~n)2 
~ J J 

i=l t 
J 

[41] 

m 1 I ou : L. = mes(r ) et b. = - (a h n. -a h n. 1 )<p dl. 
J J J 2 j } j-1 }- I 

r; 

Les autres cas, correspondant aux differentes localisations du nceud i sont 
resolus de maniere similaire ([LAD 83], [LAD 86]). Ainsi, pour chaque arete r du 
maillage, cette methode donne les projections [37] pour chaque fonction de base 
associee au nceud i de r . 

Pour les elements lineaires, on dispose de 2 projections sur chaque cote : 

[42] 
r r 

ou A
1 

et A
2 

sont les deux coordonnees barycentriques sur r. On peut alors exprimer 

F sous la forme : 

ou : L = mes(r) . 

Pour les elements quadratiques, on dispose dans ce cas de 3 projections : 

PrCl> = J TJF<p1df' 
r 

Pr (2) = J TJF<p2dl ou 
r 

Pr (3) = J TJF<p3dl 
r 

On peut alors exprimer facilement la densite fr sur les <p;sous la forme 

11fr = 2_ ( (12pr (1) + 4Pr (2)- 2Pr (3) )<!>1 + 
4L 

{ 4Pr (1) + 12Pr (2)- 2Pr (3) )<!> 2 + { 3Pr (3)- 2Pr (1)- 2Pr (2) )<!> 3 ] 

[43] 

[44] 

[45] 

En utilisant [39], il est facile de montrer que les densites de force F satisfont a 
l'equilibre global de chaque element. 
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Deuxieme etape: construction de a h element par element 

Le probleme consiste a construire un champ de contrainte & h sur chaque element 

tel que: 

~iv&h_+ ~A= 0 dans E1 } 

a h nt - T) 1 F sur dEk 
[46] 

La seconde equation [ 46] et la definition de T)
1 

assure Ia continuite des vecteurs 

contrainte a travers les cotes des elements adjacents. Une solution simple de [44] est 
obtenue de Ia fa~on suivante : 
- chaque elt!ment est decoupe en quatre sous-triangles pour les quadrilateres et en 

trois sous-triangles pour les triangles(figure 18) 
- sur chaque sous-triangle, nous faisons !'hypothese que le champ de contrainte est 

Iineaire pour les elements lineaires et quadratique pour Ies elements 
quadratiques. 

Ainsi, Ia construction est explicite et elle ne necessite pas un coilt numerique 
important. 

Ces techniques de construction sont detaillees dans [ROU 89]. 

Figure 18. Decoupage utilise pour les triangles et les quadrilateres 




