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REsUMt. Dans eel article, une methode d'elements finis pour resoudre les equations de 
Navier-Stokes et d'Euler est proposee. Ces equations sont resolues sous Ia forme 
conservative faisant intervenir comme inconnues les variables conservatives (i.e. : densite, 
quantile de mouvement par unite de volume et energie totale par unite de volume). La 
formulation variationnelle, ainsi que les discretisations spatio-temporelles sont discutees. 
Afin de trailer des ecoulements a nombres de Reynolds eleves ou en presence de forts 
gradients, La formulation variationnelle est stabilisee en utilisant La methode SUPG avec un 
operateur de capture des chocs. Nous discutons particulierement de Ia mise en reuvre de cette 
methode ainsi que de l'algorithme de resolution du systeme discret. Quelques tests 
numeriques sont menes afin de valider le code de calcul. Celui-ci est utilise pour modeliser 
l'ecoulement dans un systeme d'admission d'un moteur de voiture. 

ABSTRACT. The Navier-Stokes and Euler equations are solved in a conservative form and using 
the conservation variables. The variational formulation and the corresponding finite element 
approximations are discussed. For high speed flows, the numerical model has to be 
stabilized. We used a SUPG method along with a shock capturing operator. The stabilization 
techniques and the solution algorithm are described. Some numerical tests are carried out to 
validate the code. This model is employed to simulate the flow in an engine intake. 
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1. Intoduction 

Durant les dernieres annees, les numericiens, sans aucun doute stimules par 
les grands projets de l'aerospatiale, ont investi des efforts considerables pour 
Ia simulation des ecoulements de fluides compressibles. Ces ecoulements sont 
caracterises par Ia presence de grandes vitesses, de chocs et de couches lim­
ites/internes a forts gradients. Le traitement de tels phenomenes pose de 
serieuses difficultes pour les methodes numeriques. II est vrai aussi que ces ef­
forts ont pousse les possibilites d'applicat:ion du calcul numerique a des niveaux 
de complexite eleves. 

Les equations de Navier-Stokes (resp. d'Euler) constituent un systeme mul­
tidimensionnel d'equations non-lineaires de type transport-diffusion (resp. de 
transport pur). II est connu que Ia formulation d'elements finis standard de 
type Galerkin conduit souvent a des oscillations dans Ia solution et ultime­
ment a Ia divergence de cette derniere lorsque la viscosite du fluide est faible. 
Dans le cadre de la methode des elements finis, diverses directions peuvent 
etre empruntees pour eviter ces instabilites. Dans une premiere approche, une 
viscosite artificielle est tout simplement ajoutee a la viscosite du fluide. Dans 
d'autres, la formulation variationnelle est modifiee de telle fac;on que la stabilite 
soit amelioree pour n'importe quel nombre de Reynolds, comme dans le cas 
des methodes: SUPG (Streamline Upwind Petrov-Galerkin, Hughes-Tezduyar 
[1]), GLS (Galerkin Least Squares, Hughes et al. [2]) et Ia methode des car­
acteristiques (Pironneau [3]). II est aussi possible de choisir une discretisation 
temporelle qui introduit implicitement une dissipation comme dans les schemas 
de type Taylor-Galerkin (Donea [4)). 

La methode SUPG a ete utilisee avec succes pour resoudre les equations de 
Navier-Stokes pour les fluides incompressibles (Brooks et Hughes [5)). D'autre 
part (Hughes et al. [2]) l'ont generalisee pour r.esoudre les systemes multi­
dimensionnels lineaires symetriques .de type transport-diffusion, ce qui a con­
duit au developpement de la methode GLS. Les equations de Navier-Stokes 
ont ete resolues avec SUPG et GLS pour les fluides compressibles apres une 
symetrisation en utilisant de nouvelles variables dites entropiques. L'utilisation 
de la methode SUPG en adoptant directement les variables conservatives sus­
cite de !'interet depuis les trois dernieres annees (Bristeau et al. [6), Elkadri [7), 
Soulaimani-Fortin [8), Fortin et al. [9), Le Beau et al. [10]). Cette approche a, 
a priori, l'avantage d'etre relativement plus simple a mettre en oeuvre qu'une 
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methode utilisant les variables entropiques, car elle necessite moins de calculs et 
permet d'appliquer facilement les conditions aux limites physiques. Le succes 
d'une telle methode repose sur une formulation variationnelle naturellement 
stable au moins pour les faibles nombres de Reynolds, sur le choix d'une rna­
trice z: dite de stabilisation et sur !'utilisation d'un algorithme de resolution 

des systemes d'equations fortement non-lineaires. 

Cet article propose des elements de reponse a ces points. II est stucture comme 
suit. Dans Ia section 2, les equations de base sont rappelees. La troisieme 
section est consacree a Ia formulation variationnelle standard de Galerkin et a 
Ia discretisation correspondante. II est montre que cette formulation est na­
turellement stable pour de faibles nombres de Reynolds. Le cas des ecoulements 
rapides necessite !'introduction de methodes de stabilisation. Dans la sec­
tion 4, une methode SUPG est proposee avec un operateur de capture de 
chocs. L'accent est mis sur les etapes de sa mise en oeuvre. Dans la sec­
tion 5, nous presentons l'algorithme detaille pour resoudre le systeme discret 
resultant. Dans Ia derniere section, quelques tests numeriques d'ecoulements 
transsoniques autour d'un profil NA(JA0012 et d'un ecoulement supersonique 
autour d'un demi cylindre sont presentes. Finalement le code de calcul sera 
utilise pour modeliser l'ecoulement dans un systeme d'admision d'un moteur 
de voiture. 

2. Equations de Navier-Stokes en variables conservatives 

Nous rappelons dans cette section les equations de Ia dynamique des fluides 
compressibles et visqueux. Ces equations expriment la conservation de Ia 
masse, de Ia quantite de mouvement et de l'energie. 

En identifiant les variables conservatives, a savoir Ia densite p, la quantite de 
mouvement par unite de volume ~ et l'energie totale par unite de volume E 

comme etant les variables independantes, les equations de Navier-Stokes, sous 
Ia forme conservative et adimensionnelles, s'ecrivent: 

au 

ap 
-+V'·U=O at .......... 

a; + ~(~ ® ~) + ~P- ~ ~ = ! 

aE 
- + \7 · [(E + p)u]- \7 · (u · u) + \7 · q = r + f · U Ot,..., - ,...,~,..., -,..., ,...,,..., 

(2.la) 

(2.1b) 

(2.lc) 
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ou u, p, q, r, f et u representent respectivement: la vitesse, la pression, le flux 
,... ,.., ,.., ~ 

de chaleur, la source d'energie, la force exterieure et le tenseur des contraintes 
visqueuses. 

Le flux de chaleur et la pression s'expriment, sous forme non-dimensionnelle, 
en fonction de la temperature et de la densite par la loi de Fourier et !'equation 
des gaz parfaits respectivement: 

q = - R'Y D '\JT; 
,.. err"' 

(2.2) 

et 
p =(I- l)pT, (2.3) 

ou Re, Pr, 1 et T sont respectivement le nombre de Reynolds, le nombre de 
Prandtl, le rapport des chaleurs specifiques et la temperature. 

D'autre part, le tenseur des contraintes visqueuses g est donne par la relation: 

(2.4) 

oil I est la matrice identite. -La temperature et la vitesse sont reliees en fonction des variables conservatives 
par les relations suivantes: 

lul2 
E = p(T + .::::._ ); 

2 
(2.5) 

et u - (2.6) u=-. 
p 

La substitution de !'equation (2.6) dans !'equation (2.4) decompose le tenseur 
des contraintes visqueuses sous la forme suivante: 

u(u) = ~u(U) + u" 
~ f'tJ P':::!. N ~ 

(2.7) 

ou 

D'autre part, la substitution des equations (2.5) et (2.6) dans les equations 
(2.2) et (2.3) permet d'exprimer, en fonction des variables conservatives p, ~ 

et E, le flux de chaleur et la pression respectivement par les relations suivantes: 
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et 

Remarque 1: 

IUI2 

p= ('Y-l)[E- ~]. 
2p 

(2.8) 

(2.9) 

Les equations (2.1) sont fortement non-lineaires, leur etude mathematique con­
stitue un grand defi et leur resolution numerique n'est pas aisee. La formulation 
variationnelle ainsi que les approximations par elements finis a etablir doivent 
respecter, entre autres, Ia condition implicite que Ia temperature, Ia pression 
et la densite doivent etre positives. 1 

Remarque 2: 

En designant par V le vecteur des variables conservatives, c'est-a-dire: 

le systeme d'equations (2.1) peut s'ecrire sous Ia forme vectorielle: 

v + F~C?RV(V)- F~~ff(V) = F ,t 1,1 1,1 (2.10) 

ou Fionv (V) et F~iff (V) sont respectivement les flux de convection et de dif­
fusion dans Ia direction i et F le vecteur source. 

II est interessant aussi d'ecrire le systeme (2.1) sous Ia forme quasi-lineaire: 

V t + A·V ·- (K··V ·) · = F , 1 ,1 1J ,J ,a (2.11) 

avec Ai les matrices jacobiennes des flux de convection telles que Ai = Fivv 
et Kij les matrices de diffusion telles que Kij V,j = F~iff . 1 ' 

Remarque 3: 

Les equations d'Euler se retrouvent dans le cas ou on enleve les termes visqueux. 
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Afin de bien poser le probleme mathematique, il faut ajouter aux equations 
(2.10) ou (2.11) des conditions aux limites et des conditions initiales appro­
priees. 

2.1 Conditions aux limites 

On considere des ecoulements externes et internes, le domaine de calcul est 
note 0 de frontiere r. Un exemple d'une configuration bidimensionnelle est 
decrit par Ia figure suivante: 

r...: 
u_,n>O 

Sur Ia frontiere rentrante du domaine r~: 

L'ecoulement est considere uniforme : 

P = Poo = 1, 

U _ (cos/3) 
"'oo - sin/3 

ou (3 est l'angle d'attaque, 

1 1 1 
Eoo = 2 + 1(1- 1) M&, 

ou Moo est le nombre de Mach a l'infini. 

Sur Ia paroi du corps rB: 

On impose Ia condition d'adherence (~ = 0) dans le cas des ecoulements 

visqueux et une condition de glisssement (~ · ~ = 0) dans le cas de fluides non 

visqueux. 

De plus on impose soit une condition naturelle de type Neuman sur Ia 
temperature (paroi adiabatique ): q .n = 0, soit une repartition uniforme de Ia 

"'"' 
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temperature TB afin de representer une condition d'equilibre thermique a la 
paroi; ce qui revient a imposer la condition de Dirichlet: E = pTB· 

Dans le cas d'une repartition uniforme de la temperature, pour des nombres 
de Mach inferieurs a 3, nous prenons TB egale ala temperature d'arret: 

!-1 1 
TB = Too(1 +-2-M2 ) 

00 

Etant donne que p est inconnue a priori, la condition aux limites E = pTB 
est de type non-lineaire. Au cours de la resolution, il faut done mettre a jour 
continuellement la valeur de l'energie a la paroi en fonction de la densite. 

Sur la fronW~re sortante rt,: 
II faut distinguer deux cas: 
- si le nombre de Mach local est inferieur a l'unite, soit en regime sub­

sonique; il faut alors au moins une condition aux limites de Dirichlet (sur la 
densite ou sur la pression ou sur l'energie totale); 

- si le nombre de Mach local est superieur a l'unite, aucune condition aux 
limites n'est alors necessaire. 

Enfin, les conditions initiales correspondent a la donnee des champs: 

3. Formulation par elements finis 

Dans cette section, une methode de discretisation par elements finis du systeme 
d'equations (2.1) est presentee. 

3.1. Formulation variationnelle 

Soit nun borne de l'espace euclidien Rn, de frontiere r. Afin de determiner 
numeriquement une solution, on annule la projection du systeme d'equations 
(2.1) sur un ensemble de fonctions de ponderation suivant la methode de 
Galerkin. Les fonctions de ponderation des variables conservatives p, ~ et 

E sont denotees respectivement par ljJP, ¢U et ¢E, et multiplient tour a tour 

les equations (2.1 ): 
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(ifJP, ~:) + (¢P, ~·~!) = 0 

au U®U 
(~u, a7)+(~u,~("" p ""))+(~u,~p)+(~u.£,p) 

= (~u,{)+ < ~u,~ > 

oil (,) denote le produit scalaire dans L2(0) et: 

(~u,£,p) = L \l~u: ~dO 
< ~u,~ >= ~r~u(~·'!)df 

< 1/JE, q >= { 1/JEq.ndf 
f"<J lr f"¥ ~ 

(3.1a) 

(3.1b) 

L'integration par parties des termes de diffusion permet de reduire l'ordre de 
derivation de deux a un. L'apparition d'integrales de contour peut servir a 
imposer les conditions aux limites naturelles, telles les conditions d'adiabaticite 
et de glissement. 

Remarque 4: 

En utilisant la notation vectorielle (2.10), le probleme variationnel (3.1) peut 
s'ecrire comme suit: 

1 [W . (V + F~?DV- F)+ w ·F~iff]dn ,t 1,1 ,1 1 
0 

(3.2) 

f diff - lr W · (Fi ni)df = 0 

avec W = ( ifJP, ¢U, ¢E)t le vecteur des fonctions de ponderation. 
N 
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Aussi, en utilisant la forme quasi lineaire (2.11), on peut etablir le probleme 
variationnel suivant: 

(3.3) 

Les solutions exactes des problemes .variationnels continus (3.2) et (3.3) sont 
evidemment identiques. Leurs discretisations peuvent cependant amener a 
des solutions differentes. En effet, les variables conservatives sont forcement 
les variables a discretiser (par des approximations polynomiales par element) 
dans la formulation quasi-lineaire (3.3). Alors que la formulation (3.2), qui est 
parfaitement equivalente ala formulation (3.1), permet de discretiser par des 
polynomes toute autre combinaison de variables, telle la pression. 1 

3.2. Discretisation spatio-temporelle 

Si on approche les trois variables conservatives p, ~ et E par des polynomes de 

meme ordre, on observe experimentalement les memes types d'oscillations que 
celles mises en evidence pour les ecoulements incompressibles, ou encore pour 
d'autres problemes simplifies d'ecoulements compressibles (Bristeau et al. [11], 
Pironneau-Rapaz [12], Fortin-Soulaimani [13]). On remedie a cette situation 
en choisissant un sous-espace d'approximation moins riche pour la densite et 
l'energie. D'autre part, les relations (2.3), (2.5) et (2.6) permettent de calculer 
la pression, la temperature et la vitesse en fonction des variables conservatives. 

En respectant ce critere de stabilite spatiale, l'element choisi est un triangle 
a six noeuds, avec une approximation quadratique (six noeuds) pour les com­
posantes de la quantite de mouvement, et une approximation lineaire (trois 
noeuds) pour Ia densite et l'energie totale par unite de volume. 

u E et p 
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D'autre part, il est possible aussi de choisir des approximations moins riches 
pour la quantite de mouvement tout en assurant la stabilite. L'element Mini 
(Arnold et al.[14], Soulaimani et al. [15] et Brezzi et al. [16]) est !'element 
le plus simple possible qui est constitue, essentiellement, d'approximations 
lineaires continues et qui respecte la condition de stabilie, cet element est 
surtout interessant pour les simulations tridimensionnelles (Soulaimani [17]). 

En subsitituant directement les approximations polynomiales de p, ~ et E 

dans ces relations, comme deja retrouvees dans les equations (2.8) et (2.9), 
les variables auxiliaires ~· T et p seront alors approchees, au niveau de chaque 

element, par des fractions rationnelles. Or, pour respecter la condition de 
stabilite sur la pression, celle-ci doit etre approchee lineairement sur l'element. 
Il y a en principe plusieurs methodes permettant d'obtenir cette approximation; 
celle que nous utilisons consiste a calculer la temperature et la pression en 
chaque sommet ( i) du triangle considere par : 

. E(i) l£(iW 
T(z) = p(i) - 2p(i)2 ' 

IU(iW 
p(i) = (r- 1)[E(i)- ;p(i) ], 

et par la suite, on definit pet T a l'interieur de !'element par: 

p = LP(i)tPP(i), 
i 

et 
T = LT(i)tPP(i). 

i 

Les derivees temporelles sont approximees a l'aide du schema implicite de Gear 
du second ordre, la derivee temporelle de toute fonction f(t) est donnee par : 

of 3f(t + 6t)- 4f(t) + J(t- M) 
Ft ~ 26t (3.4) 



Calcul des ecoulements compressibles 221 

4. Methodes de stabilisation 

Les methodes de stabilisation que nous utilisons sont decrites dans les para­
graphes suivants. 

4.1. Viscosite artificielle 

La methode de viscosite artificielle utilisee consiste a remplacer la viscosite 
dynamique J.l. par: 

J.l.* = J.l. + J.l.art 

oil J.l.art est definie d'une maniere sirnilaire ala diffusion artificielle tres utilisee 
dans les schemas aux differences finis: 

llullh 
J.l.art = T((Rh)Ca ( 4.1) 

oil h est la taille de l'element, Ca le coefficient de ponderation de la viscosite 
llullh 

et Rh le nombre de Reynolds local Rh = ;
11 

• 

La fonction ((Rh) est particulierement sensible aux zones a forte convection; 
elle est definie comme suit: 

((Rh) = min ( i', 1) 

Ainsi, le systeme d'equations modifie comporte un terme de viscosite artificielle 
dont !'importance depend de la fonction ((Rh) et du coefficient de ponderation 
Ca. 

Par experience, il faut augmenter la viscosite dans les zones a forte convection 
oil le nombre de Reynods local est grand. L'effet de cette viscosite est decreer 
de la dissipation d'energie supplementaire, garantissant ainsi la positivite de la 
temperature, de la densite et de la pression absolue. Cette methode a l'avantage 
d'etre facile a mettre en oeuvre et ne requiert pas de calculs supplementaires, 
cependant elle a !'inconvenient de contenir un coefficient arbitraire Ca dont la 
valeur influence la qualite de la solution. Nous utilisons essentiellement cette 
methode pour obtenir rapidement une solution, quoique diffusive, proche de 
Ia solution finale. Cette solution sert par la suite a initialiser la formulation 
stabilisee par la methode SUPG que nous decrivons dans la section suivante. 
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4.2. Methode de decentrage: SUPG 

La methode de decentrage amont basee sur une formulation de Petrov-Galerkin 
(designee sous l'acronyme S U PG) est devenue tres populaire pour la resolution 
des equations de transport. Lorsque la convection domine, !'utilisation de la 
methode de Galer kin engendre en effet des oscillations non physiques qu 'on ne 
peut supprimer qu'en raffinant considerablement le maillage, ou en reduisant 
fortement le pas de temps dans le cas transitoire. La methode SUPG consiste a 
ajouter un terme de perturbation supplementaire a la formulation standard de 
Galerkin. Le fait d'utiliser la formulation de Petrov-Galerkin revient d'autre 
part a modifier les fonctions de ponderation de type Galerkin par des fonctions 
de ponderation ayant plus de poids en amont qu'en aval, introduisant ainsi de 
la diffusion artificielle dans le sens de l'ecoulement. 

4.2.1 Principe de Ia methode SUPG 

Pour comprendre Ia methode SUPG, considerons d'abord, comme modele 
simple, la version stationnaire unidimensionnelle de !'equation de convection­
diffusion avec des conditions aux limites de Dirichlet sur les bornes du segment 
x = 0 et x = L 

u<f>,:c - k</>,:c:c = f (4.2) 

ou la vitesse de l'ecoulement u et le coefficient de diffusion k sont supposes 
positifs. 

La formulation variationnelle faible suivant la methode de Galerkin peut 
s'ecrire: 

(4.3) 

ou w est la fonction de ponderation. 

La formulation variationnelle selon la methode SUPG s'ecrit comme suit: 

1L (wu</>,:c + w,:ck</>,:c- wf)dx (4.4) 

1
:CA 

+ L (uw,:c)r(u</>,:c- k</>,:c:c- f)dx = 0 
A :CA-1 

Le parametre rest defini par: T = 211':,11((Rh) 
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Ainsi, le deuxieme terme de cette formulation constitue une perturbation 
ajoutee ala formulation de Galerkin. Ce terme correspond a !'integration de 
!'equation de convection-diffusion a l'interieur des elements (i.e. ]xA-1, XA[). 
La stabilite se trouve amelioree grace au terme diffusif: 

(4.5) 

4.2.2. Methode SUPG en variables conservatives 

De maniere similaire a (4.2.1), la formulation variationelle (3.2) est modifiee 
comme suit: 

ou Ke est un element de la triangulation de 0. 

La matrice ~ que nous utilisons prend la forme suivante: 

(4.7) 

La justification d'un tel choix est detaillee dans un recent article (Soulaimani­
Fortin [8]). Nous nous interessons ici a presenter une methode simple pour la 
mise en oeuvre de (4.7). 

Dans I' equation ( 4. 7)' les coefficients Cij representent les elements de la matrice 
jacobienne de.la transformation geometrique de !'element reel a !'element de 
reference. L'operateur I I applique a une matrice B definit sa valeur absolue 
lEI par: lEI= SIAIS- 1

, ou Set A sont respectivement les matrices des vecteurs 
pro pres et des valeurs pro pres de B. 

Afin de cal euler 1: a partir de I 'equation ( 4. 7) no us devons obtenir les valeurs ab­

solues des Bi = CijAj. La definition de Ia matrice 'I. requiert done la resolution 

d'un probleme aux valeurs propres. II convient aus-;i de rappeler que les matri­
ces jacobiennes Ai et Ai, du flux de convection dans la direction i par rapport 
aux variables conservatives et non conservatives respectivement sont reliees par 
la relation suivante: 
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avec av 
M = --:-. av 

En deux dimensions les vecteurs des variables conservatives et non conservatives 
sont respectivement: 

V= 

et 

On peut obtenir analytiquement les matrices M et M-t dans le cas bidimen­
sionnel: 

c 0 0 
0 ) M= Ut p 0 0 . 

U2 0 p 0 , 

u2/2 put pu2 1/{r- 1) 

et 

M~' = ( -u~fp 
0 0 

0 ) 1/p 0 0 
-u2/P 0 1/p 0 . 
(-y-1) 2 (1- r)ut (1- r)u2 (r- 1) 2 u 

avec u2 = ur + u~ . 

Les expressions de At et A 2 sont donnees dans le cas bidimensionnel par: 

n p 0 +) At= 
Ut 0 
0 Ut 

pc2 0 Ut 

et 

n 0 p ,t) A2= 
U2 0 
0 U2 
0 pc2 U2 
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oil c = ...;:;p[p est la vitesse du son. 

Ainsi, 

B;= CijAj 
- 1 = M( CijAj)M-

= MBiM-1 

avec Bi = CijAj. 

Comme les matrices Ai sont dl:agonalisables, il en est de meme pour les matrices 
Bi. II existe done des matrices diagonales Ai et des matrices inversibles Ti telles 

- - - - -1 
que Bi = TiAiTi (pas de sommation sur l'indice i). II s'en suit que: 

ce qui donne: 

d'ou 

IBil= ITiAiTi
1

1 

= TiiAiiTi
1 

= (MTi)IAii(Ti1M-1) 

II est, en effet, facile d'obtenir analytiquement les valeurs propres des matrices 
Bi = CijAj , elles sont: 

d'ou: 

Ail = A;2 = cil u1 + ci2u2 

A;a = cu u1 + Ci2U2 + c 

Ai4 = cu U1 + Ci2U2 - c 

Les expressions des matrices Ti et 'i':- 1 sont: 
I 

Ci22 _£_ c,;2 

~ 
~2 -Cil ..;2 

0 ~ 
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( q+·' -cia3 Cl CJ:il
2 

-1 ) 
(cH 2+c;2 >)2 (cu1+c;,2) e2( CH 2+c;,2)2 

C•12Ci:il -91
3 -1 

'f;-1= cu 2+c;, 2 ( cu ~+c;, 2 )2 (cu2+c;,2)2 e2( cu 2+c;,2) 
1 0 cu 92 -1 

"l/2(cu 2 +c; 2
2 ) · "1/2( cu 2 +c; 2

2 ) pc"l/2 

0 -CiJ -g. 1 
"l/2(cu'+c;, 2 ) "l/2(cu 2 +cn 2 ) "l/2pe 

Le calcul des produits (MTi), (Ti 1M-1) et (MTi)IAI(Ti1M- 1) peut se faire 
par Ia suite numeriquement, ainsi que !'inverse de o::::i IBiD· 

4.2.3 Operateur de capture des chocs 

Les methodes de stabilisation presentees aux sections precedentes sont destinees 
a amortir les oscillations qui peuvent etre generees lorsque les nombres de 
Reynolds ou de Peclet locaux depassent une certaine valeur, qui depend de 
Ia taille et de Ia forme de !'element en question. Ces methodes sont effi.caces 
pour des solutions suffi.samment regulieres alors qu'elles sont deficientes lorsqu'il 
y a de forts gradients comme dans les chocs. Les methodes de capture de 
chocs consistent a rajouter un autre amortissement artificiel bien localise en 
ces zones. Diverses methodes sont proposees dans Ia litterature, surtout pour 
les methodes des differences et des volumes finis. En elements finis, nous citons 
a titre d'exemple les methodes proposees par (Lohner et al. [18), Mallet [19), 
Shakib [20], Le Beau et al. [10]) . La methode que nous proposons consiste 
a rajouter a Ia viscosite physique une viscosite artificielle de capture de chocs 
notee l'eequi depend des gradients des flux de convection. Elle est fourmulee 
comme suit: 

(4.8) 

avec ck un parametre a ajuster. 

Cette viscosite apporte une dissipation supplementaire de Ia quantite de 
mouvement et de l'energie, sans pour autant modifier !'equation de continuite. 
Elle est done elevee aux zones de chocs et pratiquement nulle lorsque Ia solution 
est lisse. D' autre part, il est interessant de voir le comportement asymptotique 
de flee lorsque u tend vers zero. En effet, flee < uh2 /(12ft) lorsque Rh < 3 et 
flee < uh/2 lorsque Rh > 3. 



Calcul des ecoulements compressibles 227 

5. Algorithme de resolution 

La discretisation spatio-temporelle du probleme variationnel (4.6) conduit ala 
resolution d'un systeme d'equations algebriques de la forme: 

[K(V)]{V} = {F} (5.1) 

avec [K(V)] la matrice de rigidite globale (incluant la matrice masse), {V} le 
vecteur des degres de liberte et {F} le vecteur source global. 

Ce systeme d'equations comporte plusieurs types de non-linearites. Certaines 
sont dues aux termes de convection, d'autres sont reliees a la compressibilite 
du fluide, alors que des non-linearites additionnelles sont introduites par la 
methode de decentrage utilisee. Dans le cas oil on applique la methode SUPG, 
ou l'operateur de capture de choc, ces non linearites sont tres severes si bien 
qu'il est crucial de bien les resoudre pour esperer une solution stable et qui 
converge rapidement. 

Compte tenu de ses proprietes de convergence, l'algorithme de Newton­
Raphson couple au schema tempore! implicite choisi, peut etre efficace pour 
resoudre ce probleme. Cependant dans la presente situation, la mise en oeuvre 
de la methode de Newton-Raphson necessite le calcul des premieres variations 
de toutes les fonctionnelles presentes dans la formulation. Ces expressions ana­
lytiques exactes sont ardues a obtenir, specialement en presence d'une methode 
de decentrage. Pour ce faire, nous utilisons une variante de l'algorithme GM­
RES (Saad-Schultz [21]). La convergence de l'algorithme GMRES est acceleree 
en utilisant les techniques de preconditionnement. 

5.1. Algorithme GMRES non-lineaire 

La methode de Newton-Raphson est une methode iterative, basee sur le 
developpement en serie de Taylor du residu. 
Soit a l'iteration i, le vecteur residu : 

Nous cherchons yi+l = yi - fJV tel que le residu soit nul a l'iteration 
"i + 1". Cette condition amene a la resolution du probleme lineaire: 

(5.2) 

oil :J = ~ est la matrice J acobienne du residu. 

Nous cherchons done a resoudre le systeme lineaire (5.2) a chaque iteration de 
l'algorithme et ceci jusqu'a convergence. 
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L'algorithme Newton-Raphson classique est plutot couteux en temps de calcul 
et encombrant en terme de memoire requise, puisqu'il exige !'assemblage et la 
triangularisation de la matrice J acobienne :J a chaque iteration. Pour eviter cet 
inconvenient, le systeme lineaire resultant (5.2) est resolu iterativement dans 
un sous-espace de Krylov. Si on construit l'espace de Krylov, on constate qu'il 
n'est pas necessaire de connaitre explicitement la matrice :J mais uniquement 
le resultat de l'action de cette matrice sur des directions Z. Ainsi le produit 
[:J(V)]{Z} peut etre calcule numeriquement par: 

[:J(V)]{Z} = R(V + cZ) - R(V) 
£ 

(5.3) 

Le coefficient £ doit etre choisi judicieusement de maniere a fournir une 
bonne approximation de la derivee directionnelle tout en evitant les instabilites 
numeriques. 

En s'inspirant des travaux de (Johan et al. [22]), nous proposons la 
definition suivante pour £: 

avec 
D:J(V) . V = R(V + crV)- 2R(V) + R(V- crV) 

0" 

et 0" = w- 4 • 

. Calcul du produit [:J(V)]{Z} 
Donnees V et Z 

Calculer: E: par !'equation (5.4) 

Calculer: V + cZ 

Calculer: R(V + cZ) 

Calculer: R(V) 
Calculer: [:J(V)]{Z} par !'equation (5.3) 

Pour ameliorer le taux de convergence de la resolution iterative, nous utilisons 
une technique classique de preconditionnement ou le systeme (5.2) est trans­
forme sous la forme: 
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avec D la diagonale de la matrice :J(V), n.i = IDit et o! = sign(D)IDit. 
On note: 

et 

Organigramme detaille de l'algorithme de resolution 

.Algorithme de resolution de problemes non-lineaires, 

1- Pour chaque pas de temps: t = t + Ot 

2- Choix d'une solution initiale Vo 

- Calcul du preconditionnement et des matrices ;:_ avec V = Vo 

- Evaluation du parametre c par la relation (5.4) 

3- Iteration de Newton-Raphson: i = i + 1 

- Calcul et assemblage du residu R(Vi) 

- Resolution du systeme lineaire (5.2) 

-resolution du systeme [j(V)]{6V} = R(V) 

par l'algorithme GMRES. 

- actualisation de la solution: V!t~t = V~Ht - 6V 

- calcul des normes de convergence 

4- Si la norme de convergence globale est atteinte, retour au point 1. 

Sinon retour au point 3 

Remarquons que dans cet algorithme, le calcul du preconditionnement et des 
matrices de stabilisation ;:_ se fait une seule fois au debut de chaque pas de 

temps. Ceci permet d'economiser le temps de calcul, sans pour autant af­
fecter la convergence. En general, une seule iteration de Newton-Raphson est 
necessaire. 
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6. Resultats numeriques 

Une premiere serie de tests numeriques concernant des ecoulements externes 
de fluides visqueux et non-visqueux autour d'un profil NACA0012 a ete menee 
pour valider les methodes decrites precedemment. Le maillage utilise comporte 
8150 elements. Ce maillage est illustre a la figure 1, avec un agrandissement 
autour du profil NACA0012 a lafigure 2. 

Ecoulement visqueux: 
Le premier probleme presente est un ecoulement visqueux a Moo = 0.85 

et Re = 2000 avec un angle d'incidence nul. La solution initiale utilisee est 
un champ uniforme, a l'exception de la paroi. La strategie de resolution con­
siste a fixer les nombres de Reynolds et de Mach a leurs valeurs maximales et 
de resoudre le probleme sur 200 pas de temps (6t = 0.1) avec une viscosite 
artificielle (Ca = 1). La solution obtenue sert de champ initial pour la suite 
des calculs ou on annule la viscosite artificielle, en imposant (Ca = 0), et on 
applique la methode SUPG jusqu'a convergence du schema temporel. 
Les courbes d'iso-Mach et d'iso-densiti; soot presentees aux figures 3a et 3b. Les 
coefficients de pression (Cp = 2(p- p00 )f(pu00

2 )) sur le profil soot compares 
ala figure 3c avec ceux obtenus par une methode d'elements finis utilisant les 
variables non conservatives (Fortin et al. [9) et Gambier [23]). D'autres tests 
grands nombres de Reynolds soot presentes dans (Soulaimani-Fortin [8]). 

Ecoulement non visqueux 
Les equations d'Euler soot maintenant resolues pour Moo = 0.80 et pour un 

angle d'incidence de 1.25 degre, ces conditions soot similaires a celles definies 
dans le (GAMM Workshop [24]). La solution initiale utilisee est un champ 
uniforme sauf a la paroi ou on impose la composante normale de la vitesse 
a zero. La strategie de resolution consiste a utiliser la methode SUPG et 
l'operateur de capture de choc des le debut de la resolution jusqu'a la conver­
gence en temps. Le parametre C,. a ete fixe a 10. Le maillage est identique 
a celui presente precedemment. Les courbes d'iso-Mach et d'iso-pression soot 
presentees aux figures 4a et 4b. On note la presence de deux zones de basse 
pression suivies de chocs normaux, comme on peut s'y attendre classiquement 
en ecoulement transsonique. La figure 4c montre !'evolution du coefficient de 
pression le long du profil, ces resultats soot compares a ceux obtenus par (Fortin 
[25), Barth [26]) avec des schemas de Roe en volumes finis. On note que pour 
nos resultats les chocs sont bien definis a l'intrados comme a !'extrados. Ev­
idemment, la resolution des chocs peut etre encore amelioree en utilisant les 
methodes d'adaptation des maillages. Le meme probleme est en suite traite 
pour un angle d'attaque de 8.34 degre. Les courbes d'iso-Mach, d'iso-pression 
et la distribution du coefficient de pression pour ce cas test sont presentees aux 
figures 4d, 4e et 4f. On note la presence d'un choc fort a !'extrados. 

Ecoulement autour d'un demi cylindre 
La simulation de cet ecoulement a pour objectif la validation des methodes 

decrites precedemment dans le cas d'ecoulements supersoniques. Le test con-
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siste a simuler l'ecoulement autour d'un demi cylindre a un nombre de Mach de 
3.0 sans angle d'incidence. Le domaine de calcul et les conditions aux limites 
utilisees sont illustres a la figure 5a. La strategie de resolution est identique a 
celle utilisee dans l'exemple precedent. En outre, le maillage a ete raffine au 
cours de la resolution. Le maillage final comporte 15148 elements. Le parame­
tre C~c a ete fixe a 10. Les isobares sont presentees a la figure 5b, cette figure 
est tres semblable a celle presentee par (Johan et al. [22]). Une coupe des 
iso-Machs au niveau de la ligne de symetrie est presentee ala figure 5c. Il est 
important de souligner ici que la methode utilisee pour adapter le maillage avec 
la solution est basee sur le comportement de /lee, pour plus de details on peut 
consulter (Soulaimani et al. [27]). 

Ecoulement dans un systeme d'admission 
La motivation premiere de cette modelisation est la competition nord 

americaine de la formule SAE. L'objectif general du projet est la conception, 
d'un moteur a aspiration naturelle pour propulser une petite voiture de course 
de type formule. Le design du systeme d'admission (voir figure 6a) est con~u 
afin de distribuer uniformement l'air dans les quatres tubes tout en minimisant 
les pertes de pression. La restriction a l'entree du systeme d'admission fut 
con~ue selon le principe du venturi pour reduire les pertes de pression. Ce 
probleme nous a servi pour tester le comportement de notre code de calcul 
dans le cas d'une geometrie relativement complexe et des conditions aux lim­
ites difficiles, aussi il etait souhaitable de predire les modifications a apporter 
au design initial. Le maillage de cette geometrie et les conditions aux limites 
sont illustres ala figure 6a. L'atmosphere est representee par le rectangle en­
tourant l'entree de la tuyere a la quelle on fixe une pression constante. A la 
sortie des quatres conduites on fixe un profil de vitesse. En gardant toujours le 
meme maillage (9345 elements), le nombre de Reynolds a ete augmente gradu­
ellement jusqu' a 5000. Les courbes d'iso-pression et les lignes de courant sont 
presentees aux figures 6b et 6c. L'ecoulement dans le systeme d'admission est 
schematise par les vecteurs vitesse, avec un agrandissement a l'entree (figure 
6d) et au niveau des quatres tubes (figure 6e). 

Conclusion 

Nous avons presente une methode d'elements finis pour la resolution des 
equations de N avier-Stokes et d'Euler utilisant les variables conservatives et 
une formulation variationnelle SUPG avec un operateur de capture de chocs. 
Nous avons particulierement mis l'accent sur la definition et la mise en oeuvre 
efficace de la matrice de stabilisation '!· L'utilisation de l'algorithme GMRES 

preconditionne avec une strategie de rlsolution adequate permet d'obtenir une 
convergence relativement rapide. 
Les resultats numeriques obtenus jusqu'a present demontrent que la presente 
methode d'elements finis donne des resultats au moins aussi bons que ceux 
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obtenus avec d'autres methodes. Il nous semble cependant qu'il est imperatif 
pour les problemes de chocs d'utiliser une methode conservative, }'utilisation 
des variables conservatives est en effet un ingredient essentiel. La conservation 
de la masse au niveau de chaque element est une autre condition a respecter. 
Dans nos travaux futurs nous nous interesserons a cet aspect . 
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u · n = 0 visqueux 

u = 0 non-visqueux - \ 

figure 1: Maillage sur tout Ie domaine. 
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figure 2: Maillage autour du profil NACA0012. 

figure 3a: Ecoulement visqueux, lignes d'iso-Mach, 
Moo = 0.85, Re = 2000, /3 = 0 deg. 
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figure 3b: Ecoulement visqueux, lignes d'iso-densite, 
Moo = 0.85, Re = 2000, /3 = 0 deg. 
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A Ref [9] 
0 Ref [19] 

figure 3c: Ecoulement visqueux, distribution du coefficient de pression, 
Moo = 0.85, Re = 2000, /3 = 0 deg. 



238 Revue europeenne des elements finis. Vol. 3- no 2/1994 

figure 4a: Ecoulement non-visqueux, !ignes d'iso-Mach, 
Moo = 0.80, /3 = 1.25 deg. 

figure 4b: Ecoulement non-visqueux, Iignes d'iso-pression, 
Moo = 0.80, f3 = 1.25 deg. 
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figure 4c: Ecoulement non-visqueux, distribution du coefficient de pression, 
Moo = 0.80, /3 = 1.25 deg. 

figure 4d: Ecoulement non-visqueux, lignes d'iso-Mach, 
Moo = 0.80, /3 = 8.34 deg. 
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( 

figure 4e: Ecoulement non-visqueux, !ignes d'~pression, 
Moo = 0.80, {3 = 8.34 deg. 
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figure 4f: Ecoulement non-visqueux, distribution du coefficient de pression, 
Moo = 0.80, {3 = 8.34 deg. 
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figure 5a: Maillage autour du derni cylindre. 
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figure 5b: Ecoulement non-visqueux, lignes d'iso-pression, 
M00 = 3.0, f3 = 0 deg. 
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figure 5c: Ecoulement non-visqueux, coupe d'iso-Mach au niveau de 
Ia ligne de symetrie, Moo = 3.0, f3 = 0 deg. 
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figure 6a: Systeme d'admission, design, maillage et conditions aux limites. 

figure 6b: Ecoulements visqueux, lignes d'iso-pression, 
Re = 5000. 
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figure 6c: Ecoulement visqueux, lignes de courant, 
Re = 5000. 
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figure 6d: Details de l'ecoulement a l'entree du systeme d'admission. 
Vecteurs vitesse, Re = 5000. 
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figure 6e: Systeme d'admission, ecoulement au niveau des quatres tubes, 
Vecteurs vitesse, Re = 5000. 




