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RESUME. Une methode de calcul pour les coques cylindriques fortement raidies axialement est 
presentee. Ce type de coque comporte un petit nombre de raidisseurs a forte section et par 
consequent sont soumises a unflambage local. L'originalite de Ia methode est de traiter ce 
genre de probleme par un calcul bidimensionnel associe a une decomposition en serie de 
Fourier des inconnues, beaucoup plus rapide que le calcul tridimensionnel. La coque raidie 
est consideree comme une coque bicouche : une couche isotrope represente Ia coque et une 
couche orthotrope equivalente represente Ia famille de raidisseurs. On calcule alors Ia 
contribution a Ia raideur globale des raidisseurs, par integration identique a celle utilisee 
pour Ia coque le long de Ia generatrice du cylindre, mais de far;on discrete le long de Ia 
circonference. La methode est programmee dans le code INCA du systeme CASTEM et 
permet le calcul de flambage de structures avec defauts dans le domaine elastique, mais 
aussi dans /e domaine plastique grace a un critere seuil global. Elle est validee par une 
comparaison avec des resultats de calcul tridimensionnels deflambage non lineaire d'un silo 
reposant sur pieds. 

ABSTRACT. A numerical method for strongly axially stiffened shells is presented. This type of 
shell is reinforced by a few number of stijfners with an important section, so consequently are 
vulnerable to local buckling. The originality of our method is to solve the problem by a 
bidimensionnal calculation associated with a Fourier development. The stiffened shell is 
consider as a multi-layer shell : one layer represents the shell and another orthotropic one 
the stijfners familly. Then we calculate the stiffness contribution of each layer by a classical 
axial integration and a discret circumferencial integration for the stiffeners. This numerical 
method is introduced in the INCA code of CAST EM system and used for the buckling of 
imperfect shells in the elastic field and also in the plastic field with a global yield criterion. 
It's compared with the elasto-plastic results of a tridimensionnal calculation on the buckling 
of a silo on column support. 

MOTS-CLES: coque raidie,flambage, homogeneisation, integration discrete, plasticite. 
KEY WORDS: stiffened shell, buckling, smeared technic, discret integration, plasticity. 
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Introduction 

L'objectif de cet article est de presenter une methode de calcul bidimensionnelle 
pour les coques fortement raidies. II complete !'etude deja presentee (CHA 1) des 
coques utilisees dans l'aeronautique, qui soot a !'oppose raidies par un grand nombre 
de faibles raidisseurs. 

Nous nous interessons maintenant aux structures plus imposantes utilisees dans 
l'industrie offshore ou Ia construction metallique. Ces coques comportent un petit 
nombre de raidisseurs a fortes sections, des detauts importants, des contraintes 
residuelles ... Elles seront done dans Ia plupart des cas sensibles a une instabilite 
locale : une etude axisymetrique n'est plus possible. 

Pour garder les avantages du calcul bidimensionnel, une methode de calcul 
basee sur Ia theorie de Marguere et Debongnie (DEB 4) est presentee. La structure 
cylindrique est definie par une seule generatrice avec une decomposition en serie de 
Fourier des inconnues le long de Ia circonference. La matrice de raideur de Ia 
structure sera calculee avec, pour Ia famille de raidisseur, une integration discrete. 
La raideur des renforts ne se trouve plus repartie sur toute Ia circonference, mais 
concentree sur une famille de generatrices. 

Nous garderons comme matrice de rigidite equivalente, celle obtenue par 
homogeneisation et comme fonction seuil, celle detinie de fa~on globale pour les 
coques a materiaux ecrouissables (CHA 1). 

La methode de calcul est introduite dans le code INCA du systeme CASTEM 
grace a de nouveaux elements COMAR. Ils sont utilises pour calculer Ia charge 
critique d'un silo reposant sur quatre pieds presente par Guggenberger (GUG 5). 

1. Formulation generale 

Nous etudions dans cet article le cas d'un cylindre renforce par n raidisseurs 
axiaux regulierement espaces. Notre modele considere ce cylindre, de Ia meme 
fa~on qu'il considere les cylindres nervures (CHA 1), comme un coque multicouche 
avec une couche isotrope et une couche orthotrope equivalente. Nous gardons toutes 
les hypotheses faites sur les champs de cteplacements et contraintes des poutres 
modelisant les renforts. 

Dans le domaine non lineaire, nous utiliserons le mcme critere de plasticite 
integre initialement ctefini par Ilyushin (IL Y 6) puis modific pour prendre en compte 
l'ecrouissage des materiaux. L'ecoulement est calcule non pas en un point car Ia 
structure n'est plus ou n'a plus un comportement axisymetrique, mais en chaque 
raidisseur. On determine Ia stabilite plastique de Ia structure en evaluant sa raideur 
tangente couche par couche a partir de l'etat de contrainte et de Ia valeur de Ia 
deformation plastique equivalente en chaque point. 
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La modelisation que nous allons mettre en place est Ia meme que pour !'element 
COMU du code INCA (COM 2), a Ia difference pres qu'il y aura integration discrete 
le long de Ia circonferencc du cylindre et non continue. Ainsi Ia rigidite du renfort 
se trouve concentree sur une seule generatrice au lieu d'etre cta!ee sur toute Ia 
surface du cylindre. Une validation par comparaison entre les calculs tridimcn
sionnels de Guggenberger (GUG 5) et nos calculs bidimensionnels sur le flambagc 
plastique d'un silo reposant sur quatre pieds est presentee en fin d'article. 

1.1. Notations 

Un point courant du cylindre est caracterise parses trois coordonnees, le rayon r 
(r est egal au rayon du cylindre moyen car sa peau est mince), Ia coordonnee 
verticale z et Ia position angulaire e. On definie en ce point les vecteurs unitaires du 
plan tangent : 

- s tangent a Ia coque pour 9 constant, 
- t tangent a Ia coque pour z constant. 

Le deplacement { q} en chaque point est caracterise par quatre composantes qui 
seront par Ia suite decomposees en series de Fourier: { q)T = { w,u,v,p} 

oi:t w represente le deplacement normal a Ia coque, 
u le deplacement axial tangentiel, 
v le deplacement circonferenciel tangentiel, 
P Ia rotation de Ia coque au tour du vecteur t. 

La decomposition nous donnera les harmoniques notees { qd T = { Wi,Ui,vi,Pil et 
ainsi nous calculerons le cteplacement total du point M par : 

(1) 

(iH represente les harmoniques choisies pour Ia decomposition). La structure 
com porte un defaut note { d}, deplacement entre 1a structure parfaite et imparfaite, 
qui est de Ia meme fa-;on que le champ de deplacement decompose en serie de 
Fourier. Nous supposerons que { q} est petit face a { d}. 
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1.2. Champs de deformations 

La deformation lineaire est calculee a partir des deplacements de Ia coque : 

(2) 

L'operateur gradient V etant exprime sur Ia structure parfaite. Dans Ie cas d'un 
cylindre les deformations lineaires de membrane et flexion soot dCfinies par 
Zienkienwich (ZIE 7) : 

{ 

Es =au I as 
Deformations de membrane: {E I= Ee = w I r + dv I (r. ae) 

Ese =au I (r.ae) + dv I Js 
(3) 

Deformations de flexion : {X I = (4) 

Etant donne que nous avons decompose le deplacement total, it nous faut 
calculer Ia deformation de chaque harmonique. Les inconnues ui,vi,wi et ~i ne soot 
fonction que de l'abscisse curviligne s le long de la generatrice, nous aurons done : 

(5) 

(6) 
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La deformation quadratique du cylindre est calcuJee par : 

(7) 

Pour le genre de coque que nous etudions, il est raisonnable de supposer que 
seules les deformations de membranes sont non lineaires (COM 3). Les expressions 
de celles-ci sont donnees par : 

(8) 

De Ia meme f~on que pour Ia deformation lineaire, Ia deformation quadratique 
est calculee a partir des deformations de chaque harmonique. 

On peut montrer (COM 3) que Jes deformations lineaires et quadratiques 
peuvent se mettre sous Ia forme matricielle en fonction des deplacements aux 
nreuds: 

{ 
eL({q})=(B].{Q} 

eq({ q},{ q'}) = [ A({q'} )).[G].{Q} 
(9) 

ou [ B] est l'operateur gradient symetrique, [A] et [ G] sont deux operateurs 
lincaires. L'expression de ces trois matrices est donnee par (COM 3). 

2. Matrice de rigidite 

Nous reprenons comme matrice de rigidite pour chaque couche, les matrices 
dcfinies pour les coques nervurees (CHA 1). Celie de Ia coque est Ia matrice des 
plaques de Love-Kirchhoff, Ia relation entre efforts et deformations s'ecrit: 

3[0] l {{e}} _ E 
~2 .[G] . {x} avcc[G]- 1- v2 ~ ~ {

{N}} = [h.[G] 
{M} (0] 

1 v 0 

0 (10) 
1- v 

2 
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La matrice de rigidite de Ia famille de raidisseur est celle de Ia couche orthotrope 
equivalente obtenue par homogeneisation. La relation entre efforts et deformations 
s'ecrit (11): 

EA 
0 0 

EA 
0 0 - g.-

Ns b b £s 

No 
0 0 0 0 0 

GA, GA, Eo 

NsfJ 0 0 g- £sfJ b b 
Ms 2 EA EI 

0 0 Xs g-+-
Mo b b 

Xo (Sym.) 0 0 
MsfJ 2 GA, GJ 

g 4b + 4b 
X so 

A, Ar, I et J sont les caracteristiques geometriques de Ia section, g l'excentrement du 
centre de Ia section par rapport au plan moyen de Ia coque, b Ia longueur d'arc du 
cylindre moyen entre deux raidisseurs, E et G les modules de Young et Coulomb du 
materiau. Nous ne considererons, pour utiliser par Ia suite notre loi de 
comportement plastique integree, que les sections recJangulaires. Si ce n'est pas le 
cas il faudra decomposer Ia section en rectangles qui formeront des couches 
orthotropes independantes. 

3. Matrice de raideur elastique lineaire 

La matrice de raideur elastique de Ia structure est calculee par une methode 
energetique en calculant separement Ia raideur de chaque couche. Elle seront 
additionnees par Ia suite. Nous ne presenterons ici que le calcul de Ia raideur de Ia 
couche orthotrope (element COMAR), celle de Ia coque est definie par l'element 
COMU (COM 2) (seule change !'integration circonferencielle qui est discrete pour 
l'element CO MAR), dans un premier temps le cas d'une coque parfaite. 

L'energie de deformation de Ia couche orthotrope s'exprime en fonction de sa 
matrice de raideur et des deplacements nodaux par : 

T {t:} {N} 
{ }

T { } E = {Q} .[K].{Q} = fu {x} . {M} .d8.dz (12) 
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(.0. represente Ia totalite de Ia surface du cylindre). Nous avons pour notre cylindre 
un nombre n de raidisseurs regulierement espaces de b = 2m I n. Nous allons 
scparer les integrations suivant z et e, !'integration suivant e etant decomposee en n 
integrations sur des intervalles de longueur b. L'energie de deformation devient : 

~ ( 

2"* T JJ n " {E} {N} 
E = J L b. J {{ }} ·{{ }}.de .dz 

k=l 2•.<'-'> X M . 
(13) 

(z represente Ia mesure de Ia generatrice 9=0 du cylindre, n est le nombre de 
raidisseurs). Nous considerons que Ia rigidite du kieme raidisseur se trouve 
concentree sur une generatrice du cylindre de position angulaire ~. Etant donne 
qu'ils soot regulicrement espaces, nous aurons : 

() _ () 2n.(k -1) 
k - + ---'----'-y n (14) 

9y represente Ia position angulaire du premier raidisseur. L'energie de defor
mation devient alors : 

(15) 

Nous posons : 

(16) 

vecteur ligne de tous les deplacements modaux aux nreuds et 

(17) 

operateur de gradient symetrique. En exprimant les efforts de Ia couche en fonction 
des deformations grace a Ia matrice de rigidite homogeneisee, nous pouvons 
exprimer l'energie par : 

(18) 
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Nous pouvons alors donner !'expression de Ia matrice de raideur de Ia couche, 
par substitution avec Ia formulc (12), qui aura Ia forme : 

[Koo] [ K0,] [Koj] 
... 

[K] = [K"] [K,j] 
(19) 

(Sym.) [ Kjj] 

avec: [Koo] = b f{~[B,j'[Dl[B,J).dz 

[ K,;) =b. f{~[B,j' [ Dl[B;(O,)]Jdz 

( K;1j =b. f{~[B;(O,)j'.[DJ.(B/e,)j).dz (20) 

(avec i, j = O .. .iH ... ). Comme nous pouvons le voir, lcs variables de ces integrales 
sont separables. Les summations suivant 9 et z sont done faites chacune de leur 
cote. Pour cela nous posons: (a.~= c ou s) 

[k00 ] = fJB0 f,[D].(B0 ).dz 

[k~] = JJB0 f.[DJ.[B,a].dz 

( k,;tJ] = fjBtr .[ DJ.( Bj]. dz 

n n 

S0 = n.b = 2TC.r, S;" =b . .I,cos(i8k), s: =b . .I,sin(i8k), 
k=l k=l 

n n 

s,7 = b . .I,cos(i8k).cos(j8k), S,~s = b . .I,cos(i8k).sin(j8k), 
k=l k=l 

n 

et s:/ =b . .I,sin(i8,).sin(j8k) 
k=l 

(21) 

(22) 
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Les matrices [ Kij] peuvent maintenant s'ecrire : 

(23) 

II nous faut maintenant calculcr analytiquement les sommes de produits sinus
cosinus pour determiner Ia forme finale de Ia matrice de raideur de Ia couche. En 
decomposant les produits nous pouvons exprimer les sommes en fonction de deux 
sommes simples: 

n n 

ca =b. I cos( a. ek) et sa =b. Isin(a. ek) (24) 

k=l k=l 

On montre que s'il existe un entier m, positif negatif ou nul, tel que a = m.n, 
alors Ca = n.b, sinon Ca= 0. Sa est nul dans tous les cas. Ainsi nous obtenons les 
valeurs des differentes sommes : 

(25) 

Comme nous pouvons le voir, Ia matrice de raideur de Ia couche orthotrope 
depend du nombre de raidisseurs et des modes choisis pour Ia decomposition en 
serie de Fourier des inconnues. Si n est important, comme c'est le cas des structures 
aeronautiques que nous avons vues dans l'article (CHA 1), tous les termes ca sont 
nuls sauf pour a=O (si on ne prend que les premieres harmoniques pour Ia decompo
sition). La matrice de raideur sera alors de Ia meme forme que celle qui serait 
obtenue par l'homogeneisation classique : seuls les blocs [K00] et [Kiil apparaissant 
sur Ia diagonale de Ia matrice de raideur ne sont pas nuls. 

Quand les blocs hors diagonale [Koil ou [Kijl ne sont pas nuls, le cas des 
structures fortement raidies, il apparalt une interaction entre les differents modes. 
Ainsi une action sur le mode i provoquera une reaction sur le mode j, ce qui n'est 
pas le cas des coques nervurees. Ainsi un cylindre parfait raidi par 4 raidisseurs 
soumis a une compression parfaitement axiale subira des dCplacements de mode 
4,8, ... qui ne sont pas axisymetriques. 
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4. Prise en compte des defauts. 

Comme dans Ia partie precedente, nous allons determiner Ia matrice de raideur 
de Ia couche equivalente par une methode energetique, !'integration axiale se faisant 
de fa~on continue et !'integration circonferencielle de fa~on discrete. 

L'expression de Ia deformation elastique totalc dans le cas des coques quasi
axisymctriques est, etant donne que le deplacement est faible face aux defaut<> : 

ou en fonction des cteplacements nodaux, 

c: = ([B]+(A({d})][Gl){Q} (26) 

Nous pouvons done, en suivant le meme chemin que pour Ia coque parfaite, 
exprimer l'energie de deformation de Ia coque par (27) : 

E ~ b.{Q}'. J~~([ B] + [A({ d})j[ GJ)' f DJ(fB] + [A( { d} )j[ GJ) )dz {Q} 

De Ia meme fa~on que l'operateur divergence [B], les matrices [A) et [G) 
peuvent s'exprimer sous Ia forme d'harmoniques de Fourier. Ainsi nous pouvons 
ecrire: 

[G]=[[G0 ] ••• [c;:].cos(iw8)+[G;H].sin(iw8) ... ] 

[A] = L ([A.:]. cos(i. 8) + [A,~]. sin(i. 8)) (28) 
io 

ou in represente les modes de Fourier choisis pour modeliser le defaut. in est 
different de zero car les ctefauts axisymetriques sont directement definis par le 
maillage. Nous pouvons alors separer les variables de !'integration de Ia matrice de 
raideur en une partie suivant z continue de types 

Jlnnr .[Dl[ Bj].dz, 
fl B;ar .[ DJ([ Aj].[ GJ]).dz, 

L([An.[cfJt.[Dl[n:J.dz. 
ou l([ A;a].[cj])r .[D].([ AJ].[ ct]).dz 

et en sommes de produits sinus-cosinus 

(29) 

(30) 
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(avec i,j,k,I,iv = O ... i11 ••• ; a,p,y,o == c ou s; u == 2 .. .4; cs ==sin ou cos). Comme 
dans !'integration precedente les produits dCfinis ci-dessus peuvent se rapporter par 
developpement a des sommations simples Ca et Sa. L'integration circonferencielle 
se fait encore de far;on analytique simple connaissant les harmoniques du defaut et 
du champ de deplacement. 

Une fois les deux integrations effectuees, nous obtenons Ia matrice de raideur 
associee a Ia couche orthotrope. Du fait de Ia multiplication des produits sinus
cosinus avec !'apparition du defaut, de nombreuses interactions nouvelles seront 
creees. Dans le cas courant, si !'on introduit un defaut de mode m, il faut, pour 
obtenir une reponse correcte, prendre en compte lcs harmoniqucs m, 2m et 3m dans 
la decomposition. Si en plus Ia structure comporte p raidisseurs, il faudra au moins 
prendre les harmoniques p, 2p, 3p plus les eventuels modes interagissant avec le 
defaut, ce qui nous fait au minimum 7 modes avec lc mode 0. II faut done rester 
raisonnable quant a !'utilisation des defauts ct ne pas les exprimer par trop 
d'harmoniques, sinon le calcul devient vite imposant. 

5. Comportement elastoplastique 

Le critere que nous utilisons pour etudier le comportement non lineaire des 
coques et des raidisseurs est le meme que celui utilise pour les coques nervurees 
(CHA 1). II a cte initialcmcnt crce par Ilyushin pour les coques elastoplastiques 
parfaites puis modifie pour prendre en compte l'ecrouissage des materiaux. II est 
maintenant fonction des six contraintes gcneralisees de coque {N}, {M} et d'une 
deformation plastique equivalente ~ proportionnelle au travail des deformations 
plastiques totales. II s'ecrit : 

.-- NM+NM 
avec · N M = N M + N M - x Y Y x + 3 N M 

s=INMI 
NM 

XX yy 2 ·.ry.ry 

(31) 

(P==P(~), y==y(~)). Etant donne que le comportement des structures que nous 
considerons n'est plus axisymetrique, il nous faut disposer des points de calculle 
long de Ia circonference. En ce qui conceme Ia coque, Ia decomposition n'est pas 
analytique. C'est l'utilisateur qui choisit le nombre de points qui seront repartis 
regulierement sur Ia plus petite periode possible en fonction des harmoniques 
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utilisees pour Ia decomposition. Dans le cas de Ia couche orthotrope, un point de 
calcul est positionne sur chaque raidisseur, que lies que soient les harmoniques. 

Une fois !'increment de contraintes plastiques calcule en chaque point, il est 
exprime sous Ia forme d'une serie de Fourier. L'algorithme de Ia contrainte initiale 
associe a une technique d'acceleration de convergence est alors utilise pour resoudre 
les equations incrementales de Ia plasticite. 

6. Flambage elastique 

Resoudre le probleme de flambage revient a rechercher Ia solution du systeme : 

([K] + A..[Ku]){U} = 0 (32) 

ou [K] est Ia matrice de raideur de Ia structure presentee precectemment, [Kcr1 est Ia 
matrice de raideur de second ordre, A. un coefficient multiplicateur de chargement et 
{U} une perturbation. En rappelant que Ia partie non lineaire ne porte que sur Ia 
defonnation de membrane, on montre (COM 3) que : 

(33) 

Dans le cas de Ia couche orthotrope equivalente nous pouvons ecrire : 

(34) 

Ou [l:] est une matrice fonction des efforts generalises de coque auxquels est 
soumis I' element considere : 

Ns 0 0 Ns8 0 0 

Ns 0 0 Ns8 0 

Ns 0 0 Ns8 
[I:]= 

Ne 0 0 
(35) 

(Sym.) Ne 0 

Ne 

Cette matrice est bien sfir decomposee en une serie de Fourier, 

[I:]= [:Eo]+ L[ L~H ].cos( in- 0) +[ L:H ].sin (in- 0) (36) 
jH 
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Ainsi, les variables de l'integration etant separablcs, nous pouvons calculcr [K0 ] 

en deux parties : 

Jl Gt].[ L.j ].[a:]. dz, 

et b.~(!Jcs((.8k)) (37) 

(avec i,j,k,iv = O .. in ... ; a,~,y = c ou s ; u = 2 ou 3 ; cs = sin ou cos). Nous 
connaissons alors, pour un chargement donne, Ia matrice de raideur du second ordre 
de Ia structure. Le chargement critique sera alors caracterise par le chargement 
A.{F} tel que ({F) est le chargement impose aux nreuds) : 

det{[ K] +A-.( Ka]) = 0 (38) 

Les valeurs propres associees au systcme definissent lcs deplacements du mode 
de bifurcation. 

7. Flambage plastique 

Le probleme du flambage plastique se resout de Ia meme fa~on que le flambage 
elastique, a Ia difference pres que, etant donne qu'il n'y a plus de relation lineaire 
entre efforts et deformations, Ia matrice [K) est fonction de l'etat de charge. II faudra 
maintenant calculer Ia raideur tangente de Ia structure. Pour cela il suffit de 
remplacer Ia matrice de rigidite homogeneisee par Ia matrice de rigidite tangente 
dans Ia formule (18). 

Nous avons presentc dans (CHA 1) trois matrices differentes calcutees avec Ia 
fonction seuil que nous utilisons. Or, dans le cas que nous etudions ou Ie 
comportement est non axisymetrique, il faudra calculer Ia matrice tangente en 
chaque point de calcul plastique, puis decomposer Ia fonction obtenue en 
harmoniques de FOURIER. Pour cette raison nous n'utiliserons que Ia methode du 
module tangent avec laquelle Ia matrice tangente ne varie en fonction que d'une 
variable : le module tangent Er. 

Le module tangent est done decompose, connaissant l'ecoulement en chaque 
point plastique : 

ET = E0 +I( E;: .cos(i11 • 8) + E:
11 

.sin(iH' 8)) (39) 

'u 

La matrice tangente sera done de Ia forme : 

[ DT] = [ DTo] +I ([ DT~~~]. cos(i11 • 8) + [ DT~~~]. sin(i11 • 8)) (40) 
'u 
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ga 
avec [Dr:]= ~~ .[D]. 

Dans le cas le plus complique d'une structure elasto plastiquc avec defauts, Ia 
matrice de rigidite se calculera par : 

[K] =b. {Q}'. J{~([ B] + [ Aj[G])' .( D7 ].([B] + [A][ G]) }dz. {Q} (41) 

En separant lcs variables de cette integrale nous aurons des integrations en z de 
type: 

et des sommes 

i .flBjf.[Dl[BJ).dz, 

i . fl Bj r. [ D]. ((A:)[ Gt ]). dz, 

E:. f.([ Aj][ G[])r .[D].(B/;].dz 

et ~a .L([Aj][c:]t.[D].([At][c~]).dz (42) 

(43) 

(avec i,j,k:,l,m,iv = O .. .iu ... ; a,~,y,8,11 = c ou s ; u = 2 ... 5 ; cs = sin ou cos) qui 
peuvent de la meme f~on que precedemment se rapporter aux sommes simples Ca 
et Sa. La matrice de rigidite au second ordre se calcule de Ia meme fal(on que pour 
le flambage elastique, ainsi il nous faut resoudre pour savoir s'il y a bifurcation ou 
non: 

det([K {F}] +A-.[ K6 ]) = 0 (44) 

Le chargement {F} est un chargement critique s'il verifie !'equation precedente 
et si A=l. Le mode de bifurcation est toujours defini par les valeurs propres du 
system e. 

Le probleme du flambage plastique est done beaucoup plus long a resoudre car il 
faut, pour chaque pa<> de charge ou !'on veut evaluer Ia stabilite, calculer la raideur 
tangente de Ia structure. 
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8. Validation: flambage elastoplastique d'un silo reposant sur quatre pieds 

Un silo renforce localement reposant sur quatre pieds est soumis a une 
compression axiale. Les calculs, presentes par Guggenberger (GUG 5), obtenus 
avec le code de calcul ABAQUS, sont repris par notre methode bidimensionnelle 

e 
N 

R/t =5001 
H/R=2 I 
Materiau: 

E = 206000 Mpa 
v =0,3 
<J0 =235 Mpa 

F = 1200kN 

Cylindre: 
Rayon:R=5m 
Hauteur totale: H = 10 m 
Epaisseur : t = 0.01 m 

Figure 1. Geometrie et chargement 

0,04m 
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Figure 2. Resultats numeriques 
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afin de comparer les resultats des deux approchcs. Nous nc reprenons que lc cas du 
cylindre elasto-plastique raidi circonferencicllcmcnt et axialement sans ctefauts. 
Nous utilisons pour mocteliscr Ia structure des element~ COMU (elements coque a 2 
nccuds), des elements COMAR (elements raidisseurs axiaux a 2 nccuds) ct COMCR 
(clements raidisscurs circonfcrcnciels a un nreud), disponiblcs dans Ia bibliotheque 
d'elements du code INCA. Les 7 harmoniques 4 .. 28 sont utilisees pour Ia decom
position en seric de Fourier afin de preserver Ia symetrie du probleme avec, pour lc 
calcul non lineaire 31 points d'integration sur Ia coque. 

La geometric et le chargement du cylindre est presentee figure 1. Les resultats 
numeriques soot presentes figure 2. 

Comme on peut lc voir, les modes de bifurcation obtenus par les deux methodes 
de calcul sont tres proches l'un de !'autre. Le flambage local apparait dans Ia zone Ia 
plus sollicitee qui commence a plastifier pour 6 fois Ia charge nominale F. La charge 
limite de flambage obtenue est elle legercment superieurc a cellc que donne 
Guggenberger. Cela provient du fait qu'il faut affiner le calcul dans le domaine 
plastique en augmentant lc nombre d'harmoniques et le nombre de points d'inte
gration pour mieux localiser Ia plastification. 

L'element raidisseur que nous venons de presenter donne done cntiere 
satisfaction pour le type de structure considcre. De Ia meme fac,;on qu'avec une 
technique d'homogeneisation classique il permet de trailer Ia famille de raidisseurs 
comme une coque tout en gardant !'aspect local du raidissagc. C'est d'autant plus 
important quand il n'est pas integral, ce qui est le cas de l'exemple de structure que 
nous venons de voir. 

9. Conclusion 

La methode de calcul bidimcnsionnellc de calcul des structures cylindriques 
fortcmcnt raidies donne, comme le montre l'exemple precedent, de trcs bons 
resultats a Ia fois dans le domaine elastique et le domaine plastique. 

ll faut toutefois donner des limites quand a !'utilisation des elements COMAR a 
integration circonferencielle discrete. Etant donne que Ia rigiditc des raidisscurs est 
concentree sur une seule generatrice, il ne faut pas que celui-ci soit trop large, sinon 
on sous-estime Ia rigidite de Ia structure en localisant les zones d'attache. En 
pratique il faut : largeur du raidisseur/b<l5%. Cette limite empirique a ete mise en 
evidence par une serie de calcul sur !'influence de Ia largeur du raidisseur sur le 
flambage de diffcrentes structures. L'exemple que nous avons etudie est parfait pour 
notre methode car L/b=8,3%. D'autres elements a integration discrete pour elements 
de renforts larges soot en cours de cteveloppcmcnt. 
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