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RESUME. Nous nous sommes consacres a Ia modelisation numerique d'un modele macro­
scopique de transferts d'humidite a travers les milieux poreux. Ce modele prend en compte le 
changement de plwse liquide-vapeur, les variations de Ia pression totale du gaz et des ef!ets 
hysteretiques. Les inconnues de calcul sont Ia temperature et les masses volumiques 
apparentes d'air, de vapeur d'eau et d'eau liquide. Une approche mixte volumes finis et 
elements finis est introduite de maniere a privitegier le caractere conservatif et Ia stabilite de 
/'approximation. Le schema de discretisation en temps choisi est un schema totalement 
implicite associe a une resolution du systeme non lineaire par un algorithme de Newton. Des 
simulations numeriques sont presentees pour un milieu poreux, le mortier. 

ABSTRACT. We are dealing with the numerical modelling of a macroscopic model describing 
humidity transfers through porous media. The model takes into account the liquid-vapour 
phase change, the variation of the total gas pressure and some hysteretic effects. The 
unknowns are the temperature and the apparent densities of air, of water vapour and of 
liquid water. Finite volumes and finite elements are used together, which ensures that the 
approximation is stable and conservative. The discretization scheme in time .is a totally 
implicit scheme combined with a Newton algorithm for the solution of the nonlinear system. 
Different numerical simulations involving mortar as porous media are presented. 

MOTs-cLts: transfert chaleur masse, volume finis, schema conservatif, schema implicite, 
newton. 
KEY WORDS : heat mass transfer, finite volumes, conservative scheme, implicit scheme, 
newton. 
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1. Introduction 

Nous nous sommes consacres a la modelisation numerique des 
equations aux derivees partielles du modele developpe dans [NIC 
92] et [BLA 94]. Ce modele decrit les transferts d'humidite dans 
les milieux poreux en tenant compte du changement de phase 
liquide-vapeur, des variations de la pression totale du gaz et de 
certains effets hysteretiques (§2). Nos inconnues de calcul sont la 
temperature et les masses volumiques apparentes de l'air, de la 
vapeur d'eau et de l'eau liquide. Le probleme consiste a trouver 
l'evolution de ces variables pour un milieu poreux dont on connait 
la geometrie, l'etat initial et l'environnement thermodynamique 
(§3). 

I 

La discretisation en espace de ces equations est mixte : les 
termes de diffusion et de convection thermique (§4) sont discretises 
par elements finis, tandis que tous les autres termes le sont par 
volumes finis. Cette approche utilise done en parallele deux mail­
lages duaux l'un de l'autre. Ce choix a ete motive par le souci 
d'une grande precision pour le calcul des flux de masse, indispens­
able a l'etude approfondie des transferts d'humidite. Pour assurer 
une meilleure stabilite ace schema conservatif, nous avons intro­
duit un decentrage parametre au niveau du terme de transport. 

Nous avons utilise plusieurs schemas de discretisation en 
temps. 

Le schema de directions alternees de Peaceman-Rachford (§5) 
meme s'il est stable numeriquement, a exhibe des erreurs significa­
tives sur les pressions pour les premiers pas de temps et a chaque 
changement de pas de temps. 

Ceci nous a conduit a considerer un schema totalement im­
plicite en temps (§5). La methode de Jacobi non lineaire ayant 
donnee des temps. de calcul prohibitifs, nous avons ensuite opte 
pour la methode de Newton qui palie cet inconvenient. 

Cette derniere methode a done ete utilisee pour effectuer les 
simulations numeriques presentees au §6. 
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2. Position du probleme physique 

2.1. Introduction 

Le modele presente dans ce paragraphe est base sur la 
mecanique et la thermodynamique des milieux continus [GER 
73]. Cette etude se place dans le cadre des materiaux standard 
generalises [HAL 75]. Le milieu que nous considerons est un 
melange que nous assimilerons a un milieu continu. Ceci suppose 
que l'echelle que nous avons choisie pour observer le comportement 
de ce milieu est suffisamment grande par rapport a sa structure 
intime pour justifier une etude macroscopique. Le milieu poreux 
etudie est constitue de trois constituants. La matrice ou squelette 
represente la phase solide. Les pores formes par ce squelette sont 
occupes par de l'air et de l'eau sous forme de phases liquide et 
gazeuse. La phase liquide est constituee uniquement d'eau liquide, 
I . I 

alors que la phase gazeuse est un melange d'air et de vapeur d'eau. 
Nous nous proposons d'etudier !'evolution d'un tel milieu poreux 
en tenant compte du changement de phase liquide-vapeur. 

Pour definir le milieu on introduit des parametres ou des in­
connues niveles en chaque point. C'est le cas en particulier des 
proportions des diverses phases : 

fJ· _ volume occupe par la phase i dans V 
1.- volume elementaire v de milieu poreux 

pour i = g, l, s, indices correspondant respectivement a la phase 
gazeuse, la phase liquide et la phase solide. 

Pour des raisons de facilite d'ecriture indiciaire nous posons 

En fait I' air et la vapeur d'eau (indices a et v) occupent le meme 
espace, celui du gaz. Seule leur masse volumique les differencie. 
Ces teneurs volumiques ne sont pas independantes, elle verifient 

0 :::; f3i pour i = g, l, s, 



60 Revue europeenne des elements fmis. Vol. 3- n° 1/1994 

La masse volumique de chaque constituant est donnee par: 

masse du constituant i 
Pi = volume occupe par cette masse· 

Nous supposons que l'on peut definir une vitesse moyenne Ui du 
constituant i =a, v, l, sen chaque point du milieu. 

Ces definitions vont nous permettre d'ecrire, apres avoir liste 
les hypotheses du modele, les lois de comportement. 

2.2. Hypotheses du modele 

Le squelette du milieu poreux est suppose indeformable et 
immobile 

/3s = /3s(x), Ps = Ps(x), Us= 0, 

X etant les coordonnees du point du milieu poreux consider6. 
La porosite c:, comme la teneur en squelette /38 , ne depend 

pas d u temps t 

c = 1- !3s = /39 + /3z = c:(x). 

La masse volumique de l'eau est constante. Les gaz, air et vapeur 
d'eau, se comportent comme des gaz parfaits. La temperature T 
est la meme pour tous les constituants. Enfin aucune reaction 
chimique n'est prise en compte a !'exception du changement de 
phase liquide-vapeur de l'eau. A ce niveau de presentation du 
modele, les quantites /38 , c:, Ps et Us sont donnees. 

2.3. Lois de comportement 

Le modele propose deduit toutes les lois de comportement a 
partir de la donnee des energies libres de chaque constituant et des 
potentiels de dissipation (instrinseque et thermique). Elles sont 
en accord avec le second principe de la thermodynamique. Cette 
methode assure une certaine coherence entre toutes les equations 
du modele et permet de retrouver les lois phenomenologiques telles 
que Fourier, Darcy et Fick comme des lois de comportement. 
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Une autre orginalite du modele est de modifier ~'energie libre 
de l'eau par une fonction h de la teneur en eau f3l, en proposant 
une energie libre de la forme 

ou q est la capacite calorifique a volume constant de l'eau, Rest 
la constante des gaz parfaits et Mv est la masse molaire l'eau. 
Le terme classique -czTLogT donne une contribution lineaire en 
temperature dans l'energie interne. Le coefficient ~: permet de ne 
pas modifier l'energie interne de l'eau et de rendre adimensionnelle 
la fonction h. 

Cette fonction h traduit le caractere hygroscopique du milieu 
poreux; si l'on place un echantillon de ce milieu dans une enceinte 
a tempez:ature constante et si l'on fait varier l'humidite, alors le 
poids de l'echantillon varie. Une augmentation de l'humidite rela­
tive correspond a une condensation de la vapeur d'eau (sorption) 
' I 

et a un gain de poids. Rappelons que l'humidite relative notee HR 
est le rapport de la pression de vapeur sur la pression de vapeur 
saturante P~s de l'eau libre. Une diminution de l'humidite rela­
tive correspond a une evaporation de l'eau liquide (desorption) et 
a une perte de poids. Les courbes humidite relative-variatio.n de 
poids par rapport a un etat de reference obtenues par !'experience 
decrite ci-dessus en prenant soin d'attendre la stabilisation du 
poids a chaque changement d'humidite sont appelees isothermes 
de sorption ou de desorption suivant la variation de l'humidite 
relative. La teneur en eau etant une fonction de la variation 
de poids, les isothermes sont souvent tracees dans le plan hu­
midite relative-teneur en eau (fig. 1). Les isothermes de sorption 
traduisent les phenomenes microscopiques de condensation tant 
par capillarite que par adsorption. Les isothermes de desorption 
ne s'identifient pas en general avec les isothermes de sorption : 
la sorption-desorption presente une hysteresis. Cette hysteresis 
est introduite dans le modele par une dissipation sur le taux de 
changement de phase. 

Precisons finalement les lois de comportement ainsi obtenues 
[NIC 92]. 
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Figure 1. Isotherme de sorption du type mortier 
d T = 293K (courbe analytique) 

2.3.1. Lois des gaz parfaits 

Les expressions des pressions d'air et de vapeur d'eau sont : 

P. _ PaRT P.. _ PvRT [1] 
a- Ma ' v- Mv ' 

ou Ma et Mv sont les masses molaires de l'air et de l'eau. 
De par le choix des energies de 1' air et de la vapeur, ces deux 

gaz suivent la loi des gaz parfaits. Les masses volumiques etant 
positives, il en est de meme pour les pressions Pa et Pv. 

2.3.2. La pression capillaire 

L'egalite des enthalpies libres de l'eau liquide et de sa vapeur, 
vue ici comme loi de comportement, nous fournit plusieurs infor­
mations: 

1) une relation entre l'isotherme de sorption H R(f3z), sup­
posee caracteriser le milieu poreux, et la fonction d'interaction 
h: 

L HR = d(f3zh(f3z)). 
og df3z ' [2] 
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ainsi la fonction d'interaction h est accessible par !'experience a 
partir de la connaissance de H R (fig. 2); 

2) !'expression de la pression d'eau liquide : 

R _ P. P. p1RT[J dh(fJL). 
l - a + v + Mv l dfJl ' [3] 

3) !'expression de la pression capillaire a l'equilibre : 

PlRT PlRT 
Pc = Pa + Pvs- P, =- Mv LogHR + Mv h(fJL), 

ou Pvs(T,{Jz) est la pression de vapeur saturante a l'interieur du 
milieux poreux definie par l'isotherme de sorption par 

Pvs(T,[Jl) = HR([Jl)P~s(T), [4] 

p~s etant la pression de vapeur saturante de l'eau libre (en dehors 
de tout milieu poreux). La pression capillaire est une fonction 
decroissante de la teneur en eau (fig. 3). 
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Figure 2. Fonction analytique h du type mortier 
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teneur en eau liquide (m3/m3) 

Figure 3. Pression capillaire Pc du type mortier 
aT= 293K (courbe analytique) 

2.3.3. La loi de Fourier 

La loi de Fourier determine le vecteur courant de chaleur ifr 
en fonction du gradient de la temperature T : 

ifr = -A\JT. [5] 

Cette loi est une loi de conduction de la chaleur isotrope et lineaire. 
La conductivite thermique A est un scalaire positif ou nul qui peut 
dependre des variables du systeme considere. Dans la plupart des 
cas A est une fonction de la teneur en eau et de la temperature. Si 
l'on considere un volume V de milieu poreux, le taux de chaleur 
re<_;ue par conduction est- fav ifr.nds ou 8Vest la surface limitant 
vet n la normale exterieure a v. 

2.3.4. Lois de Darcy et Fick 

La loi de Darcy [AUR 86] s'applique a chacune des phases 
(gazeuse et fluide) tandis que la loi de Fick [SIS 72] regit la dif­
fusion de la vapeur d'eau dans la phase gazeuse qui n'est pas 
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supposee etre a une pression constante. Ces lois permettent 
d'exprimer les vitesses d'air, de vapeur et d'eau liquide en fonction 
des pressions relatives et de h [NIC 92] : 

_ pzRT 
flzuz = -Kz\l(Pl + Mv h + pzgz). [6] 

f3afia = -(Kg+ ~: Kav)\l Pa- (Kg- Kav)\l Pv, [7] 

f3vfiv = -(Kg - Kav)\l Pa - (Kg+ ~: Kav)\l Pv. [8] 

Les coefficients Kg et Kz sont les permeabilites relatives a chacune 
des phases. Elles sont fonction de la teneur en eau. La quantite 
g est le module de !'acceleration de la pesanteur et z est la cote 
verticale orientee vers le haut. L'effet de la pesanteur est neglige . 
pour decrire les mouvements de la phase gazeuse. Le coefficient 
de diffusion Kav (scalaire positif ou nul) a ete introduit de telle 
sorte qu'il ait la dimension des permeabilites Kz, Kg. Il depend 
de la teneur en eau, de la temperature et des pressions des gaz. 

3. Probleme aux limites 

3.1. Le probleme 

Le probleme consiste a calculer !'evolution d'un milieu poreux 
dont on conna1t (fig. 4) 

(i) la geometrie n (n C IRN, N = 2 ou 3), 
(ii) l'etat initial, 
(iii) l'environnement thermodynamique. 

Cet environnement thermodynamique agit sur le milieu de 
deux manieres. 

A travers la partie r 1 de la frontiere r de n, les variables 
d'etat sont connues (conditions de Dirichlet). 

A travers la partie r 2, les flux de masse et de chaleur sont 
des fonctions lineaires donnees de l'ecart entre l'etat thermody­
namique (connu) du milieu exterieur et l'etat du milieu poreux 
(conditions de Fourier-Robin). 
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Ce type de probleme se rencontre par exemple quand on veut 
predire !'evolution des teneurs en eau d'un ouvrage d'art en beton 
et en deduire l'etat de fissuration du materiau. Il se rencontre aussi 
au niveau de !'interpretation experimentale d'essais de sorption 
dans lesquels l'etat du milieu poreux n'est pas uniforme en espace. 

3.2. Les inconnues 

Dans la modelisation mathematique presentee au paragraphe 
2, les variables d'etat sont la temperature T, la teneur en eau f}z 
et les masses volumiques Pa et Pv de l'air et de la vapeur d'eau. 
Pour traiter de fac;on analogue les equations de conservation de 
l'air et de l'eau, nous choisissons comme inconnues de calcul la 
temperature T et les masses volumiques apparentes f3aPa, f3vPv et 
f3lPl respectivement de l'air, de la vapeur d'eau et de l'eau liquide. 

pin.i 
g 

HRini 

Figure 4. Le probleme physique 

3.3. Equations 

pc:: 
g 

Pour decrire !'evolution des quatre inconnues T, f3aPa, f3vPv et 
f3lPl, nous choisissons le systeme forme des quatre equations aux 
derivees partielles suivantes (NIC 92] : 

(i) la conservation de l'energie 

pc~~ + iir.'VT- div>-.'VT = G(T,f3iPi) (9] 
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(ii) la conservation de la masse d'air 

8f3aPa d" (r-l .... ) O Bt + W fJaPaUa = [10] 

(iii) la conservation de la masse d'eau 

8f3vPv d" (r-l .... ) 8f3tPl d" (r-l .... ) 0 8t + W fJvPvUv +--at+ W tJlPlUl = [11] 

(iv) !'equation de dissipation sur le taux de changement de 
phase 

a~:l + div(f3zpzi1z) = F(T, f3iPi) [12] 

ou on a pose 
pc = L f3iPiCi, 

i=a,v,I,B 

UT = L f3iPiCiUi, 
i=a,v,l 

RT Pv 
G(T,f3iPi) = -((cz- Cv)T- La) kM Log-P. , 

V VB 

RT Pv [ ] 
F(T,f3iPi) = kM Logp:-· 13 

V VB 

Le coefficient k designe le coefficient de dissipation sur le taux de 
changement de phase. Les capacites calorifiques a volume constant 
Ci et la chaleur latente Lo sont constants en espace et en temps. 

L'equation de conservation de l'energie [9] a ete simplifiee 
d'une part en supposant que la puissance des efforts interieurs 
est negligeable devant les termes de convection-diffusion et que le 
taux volumique de production de chaleur est nul et d'autre part 
en utilisant la loi de Fourier [5] et les equations de conservation 
[10] et [11 J. 

Dans ces equations, les fonctions pressions ou vitesses sont 
donnees par les lois de comportement du paragraphe 2.3., a savoir 
[1]' [2], [3], [4], [6], [7], [8]. 
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3.4. Conditions aux limites 

Les conditions aux limites sont differentes suivant la partie 
f1 ou r2 formant la fronW~re r den (fig. 4). 

Sur la frontiere r 1 , no us imposons les conditions de Dirichlet 
sur les variables T et f3iPi : 

sur rl ' ext . { 

T =Text 

f3iPi = (f3iPi) , ~ = a, v, l. 
[14] 

Remarque : Les valeurs (f3iPi)ext peuvent etre determinees par 
la donnee de la temperature Text, de la pression de la phase 
gazeuse p;xt et de l'humidite relative H Rext regnant a l'exterieur 
du milieu poreux. Pour cela, nous supposons que les points de la 
frontiere rl correspondent a des points de la courbe de sorption 
a l'equilibre H R(f3z). Cette courbe etant strictement croissante, a 
H Rext donne correspond une unique valeur notee f3txt de la teneur 
en eau. La pression de vapeur est done Pvs (Text, f3ixt) sur r 1· En 
reprenant la loi des gaz parfaits, nous pouvons alors calculer les 
variables (f3iPi)ext via les formules 

(/3 P )ext = (c _ 13ext) Mv P. (Text 13ext) v v z RText vs , l , 

(/3 P )ext = (c _ 13ext) Ma (Pext _ P. (Text 13ext)) 
a a l RText g vs ' l · 

Sur la frontiere r2, nous imposons les conditions de Fourier-Robin, 
i.e. nous fixons les flux thermique et massiques par : 

Le vecteur fi est la normale exterieure a n. Les coefficients aT et 
ai sont donnes ainsi que les flux QT et Qi et les valeurs imposees 
Timp et (f3iPi)imp. 
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3.5. Conditions initiales 

A 1\~tat initial, les variables T et fliPi en tout point de n sont 
connues et egales respectivernent aux valeurs 

T ·ini (fJ )ini · [ , iPi ,z=a,v,. 

Remarque : Dans les calculs numeriques effectues, nous avons 
suppose que le milieu poreux etait initialement en equilibre ther­
modynarnique. Les valeurs (fliPi)ini ont ete calculees a partir de 
Tim, p;ni et H Rini d 'une fa<;on sirnilaire a celle decrite da~s la 
remarque du paragraphe 3.4. Ce type d'etat initial correspond 
en effet a la plupart des situations experirnentales rencontrees en 
pratique. 

4. Approximation en espace 

4.1. Definition du maillage 

Pour obtenir les solutions nurneriques du systeme decrit en 
3.3., nous introduisons 

(i) Th = UiTi une triangulation reguliere (au sens defini par 
P.G. CIARLET [CIA 78]) de n c m?, 
(ii) l'espace d'elernents finis vh 

Figure q. La cellule Ci associee au sommet Pi interne a n 
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Figure 6. La cellule Ci associee au sommet Pi 
de la frontiere de n 

A tout sommet Pi de la triangulation T," on associe aussi une 
cellule Ci definie par les medianes, non issues de Pi, des triangles 
dont Pi est sommet (fig. 5 et fig. 6). 

On effectue une construction similaire si n c IR?. 

4.2. Approximation de !'equation en temperature 

Apd~s multiplication par une fonction test v et integration 
par parties, !'equation en temperature [9] s'ecrit sous la forme 
variationnelle classique 

{ pc 
8
8
T v + { ilr. \JT v + { ).. \JT. \lv- { ).. \JT.ii v 

ln t ln ln lr2 
= In G(T, f3iPi) v, Vv E Vh. 

Cette equation va etre discretisee en espace par elements finis pour 
les termes de convection et de diffusion et par volumes finis pour 
les termes d'evolution et de chaleur latente G. La discretisation 
par elements finis est classique pour ce type d'equation. La 
discretisation par volumes finis a ete introduite pour les autres 
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equations (cf. 4.3.). Nous l'avons adoptee pour la temperature 
pour garder une certaine hornogeneite vis-a-vis des autres vari­
ables. Ainsi, en regie generale, les variables sont constantes par 
cellule tandis que leur gradient et aussi les vitesses des constitu­
ants, eux, sont constants par triangle T;. Cette approche utilise 
done en parallele deux maillages duaux l'un de l'autre. Elle est 
a rapprocher des techniques de discretisation a "staggered grid" 
utilisees par SANDERS ou par STOUFFLET-ROSTAND [ROS 
88]. 

4.2.1. Terme de convection 

Sachant que la vitesse ilr et le gradient '\IT sont constants 
par triangle, calculons le terme de convection pour v E Vh 

r ilr.'VT v = L r ilr.'VT v 
Jn T lr. 

j J 

= L ilr(T;).'VT(T;) r v 
T }T. 

j J 

= L ilT(T;).'VT(T;)( L ~A(T;)v(Pi)) 
T; P;ET; 

= L v(Pi)( L ~A(T;)ilr(T;).'VT(T;)). 
P; T;3P; 

Le terme A(T;) denote l'aire du triangle T;. Le gradient 'VT(T;) 
s'exprirne a l'aide des fonctions de base 'Pm, fonction affine par 
triangle ayant pour valeur 1 au noeud p m et 0 a to us les aut res 
noeuds. Ainsi nous obtenons finalernent 

In ilr.'VTv = L v(Pi)[ L ~A(T;)ilr(T;).(LT(Pm)'Vr.pm(T;))] 
P; T;3P; P,.,. 

= L v(Pi)[ L ( L ~A(T;)ilr(T;).'Vr.pm(T;)T(Pm))]. 
P; T;3P; P,.,.ET; 
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4.2.2. Terme de diffusion 

lei, nous considerons >. constant par triangle et le terme de 
diffusion devient done tout simplement 

r >. \lT. \lv = r L >.(Pi)T(Pi)\l<pi· \lv 
ln ln pi 

= L >.(Pi)T(Pi)( L 1 \l<pi.\1-v). 
Pi Tj3Pi Tj 

4.2.3. Terme d'evolution et de chaleur latente 

Pour la discretisation par volumes finis, a toute cellule Ci, on 
associe sa fonction caracteristique Xi (Xi = 1 sur Ci et 0 ailleurs) 
et on definit l'operateur Lh par 

Nous posons alors 

Lh(v) = L v(Pi)Xi, Vv E vh. 
pi 

La capacite calorifique pc est prise constante par cellule. 

4. 2.4. Terme de bard 

[17] 

Le terme de bard se calcule a l'aide de la condition de Four.ier­
Robin appliquee a r2 [15] : 

- { >.\lT.ii v = { OT(T- yimp)v + QrV. 
lr2 lr2 

L'etude de la convergence de ce schema sera traitee directement 
au paragraphe 5.2.2., sous des hypotheses simplificati'ices. 
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4.3. Approximation des autres equations 

Les equations de "l'air" [10], de ''l'eau" [11] et de "dissipa­
tion" [12] sont discretisees par volumes finis de maniere a rester 
conservatif au niveau des flux. La modelisation des transferts 
d'humidite necessite une grande precision pour le calcul des flux 
de masse. Avec les volumes finis, la conservation de la masse est 
parfaitement satisfaite sur chaque cellule Ci. Nous introduisons 
de plus un decentrage parametre au niveau du terme de trans­
port [BAB 81]. Ce decentrage assure une meilleure stabilite de ce 
schema dans le cas de grandes vitesses. 

4.3.1. Equations discretisees par volumes finis 
Nous integrons les trois equations (10], [11] et (12] sur chaque 

cellule Ci et nous rempla<;ons les integrales volumiques par des 
integrales de surface en integrant par parties. Apres cette trans­
formation, ces equations deviennent 

1 8f3aPa Ia R .... .... O 
£l + JJaPaUa.n = , 

c, ut ac, 

1 8f3vPv 1 {3 .... .... 1 8f3zpz 1 R .... ... O 
£l + vPvUv.n + -£:)- + JJlPLUz.n = , 

c, ut ac, c, ut ac, 

{ o~zpz + { f3tPtilt.ii = { F(T, f3iPi)· 
lc, t J ac, lei 

[18] 
Le bord de la cellule, notee 8Ci, se decompose en unions 8C{k de 
segments interieurs a n, inclus dans les. elements Tj separant le 
sommet pi du sommet pk (voir fig. 5) et en une partie aci n r de 
la frontiere de n (si elle est non vide !) (voir fig. 6) : 

aci = ( u u ac{k) ucaci n r). 
7j3Pi k 

Toujours en utilisant l'operateur Lh [17], nous approchons les 
integrales de volume du systeme [18] par 

fci X~ fci Lh(X) = A(Ci)X(Pi). (19] 
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Le decentrage parametre s'applique aux differents termes de flux 
du type 

avec 

fa f3pu.ii = f (f3p)*u.ii = L L f . (f3p)*u.ii 
aci laci T;'3g k lac:k 

({3p)* = [~ + acsg(la . u.ii)]({3p)(P;) 
8Cfk 

+ [~ - acsg( { u.ii)]({3p)(Pk) sur 8Cfk, 
lacfk 

[20] 

({3p)*u.ii = -a[({3p)(P,)- ({3p)imp]- q sur 8C, n r2, [21] 

ou sg designe la fonction signe. Le coefficient ac est le parametre 
de decentrage ( 0 ~ ac ~ 1). Si ac est nul, le schema est centre: 
la valeur de la variable sur l'arete 8Cfk est la moyenne de celles 
aux deux sommets Pi et Pk. Si ac est egal a 1, le .schema est 
totalement decentre : la valeur de la variable sur l'arete est celle 
du sommet amont P, ou Pk d'ou provient le flux de masse. 

La variable ({3p)* n'est pas a definir sur la frontiere r1 puisque 
le systeme [18] n'apporte rien si P, E r1, les variables etant con­
nues en ce point [14]. La condition sur r2 [21] est naturelle par 
rapport ala condition de Fourier-Robin qui lui est imposee [16]. 

En remplac;ant les integrales par leur expression ([19], [20]), 
le systeme discretise en espace est finalement : 

A(Ci)(f3aPa)(Pi) + L L k (f3aPa)*ua.fi 
'lj 3Pi k acik 

+ { (f3aPa)*ua.ii = 0, 
Jacinr 

[22] 
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A(Ci)(.BvPv)(Pi) + L L r . (.BvPv)*ilv.fi 
Ti::JPi k lacfk 

+ { (.BvPv)*ilv.fi + A(Ci)(,Bzpz)(Pi) 
lacinr 

+ 2:: 2:: r . (,Bzpz)*ilz.n +fa (.Bzpz)*uz.n = o, 
T;3Pi k lac:k acinr 

[23] 

A(Ci)(,Bzpz)(Pi) + L L l . (,Bzpz)*ilv.fi 
T;3Pi k ac:k 

4.3.2. Schema conservatif 

Montrons que ce schema est conservatif, c'est-a-dire pour tout 
sous-ensemble nl = uci c net pour tous temps to, tl (to< tl), 

iE/ 

on a 

et 

[ { Lh(.8vPv + {Jzpz)n~ = -lh { [(.BvPv)*ilv.fi + (,Bzpz)*ilz.fi]. 
ln1 to Jan1 

Autrement dit, montrons que les conservations de la masse d'air 
et d'eau sont satisfaites dans nl. 

Il suffit d'additionner les equations de conservation de la 
masse d'air [22] (resp._ de la masse d'eau [23]) pour chaque cellule 
i E I et d'integrer en temps. Les termes de flux internes a fh 
s'annulent alors deux a deux par construction puisque le calcul 
Iacfk (.Bp)*iu.ni ne depend pas de la cellule ci ou ck consideree 

(facfk (,Bp)*u.fi =-fact (,Bp)*il.fi par construction). 
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4.3.3. Analyse du schema par volumes finis 

Dans ce paragraphe, nous cornparons les deux discretisations 
volumes finis et elements finis appliquees aux termes de flux. Pour 
cela, rappelons tout d'abord les deux lernmes suivants qui sont le 
fruit de communications personnelles de A. DERVIEUX et M.H. 
LALLEMAND. 

Lemme 1 : Soit Tj un triangle dont Pi est un sommet, 
soit IPi la fonction de base affine associee au noeud Pi, alors on a 
l'egalite 

1 'V<pids = - r fidl 
T; lacinT; 

ou aci est le bord de la cellule ci et fi la normale exterieure a ci. 
Une demonstration de ce lemme figure dans [NIC 92]. 

Lemme 2 : Soient IPi et I{Jk les fonctions de base affines as­
sociees a deux points voisins interieurs pi et pk de la triangulation 
de geometrie n, alors on a : 

2/'{)i'VI{Jkds =- r nkdl 
lac~cnaci 

ou fik est la normale exterieure a ck. 

Preuve : Considerons les notations de la figure 7 
representant les deux triangles T1 et T2 ayant chacun pour sommet 
Pi et P~c 
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P; 

Figure 7. Triangles T1 et T2 ayant 2 sommets communs 

Les points 0 1 et 0 2 sont les centres de gravite des triangles 
T1 et T2. On obtient alors 
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En utilisant le lemme 1, no us avons 

La formule du gradient appliquee aux triangles 01C1B1 et 
02C2B2 de normales exterieures ih et ii2 nous permet d'ecrire 

Remarquons par un simple raisonnement geometrique que 

D'ou nous deduisons 

Proposition 1 : Si le vecteur i1 est lineaire par triangle, les 
approximations elements finis Pl et volumes finis duaux du terme 
en divil sont identiques. 
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Preuve: Pour un sommet Pi interieur den, l'approximation 
de divu par elements finis devient apres integration par parties 

Les vecteurs i1 etant lineaire par triangle, il s'ecrit a l'aide des 
fonctions de base r.pk de la faejon suivante : 

Ainsi nous obtenons 

r r.pidivuds = - L r u(Pk)r.pk \lr.pids 
ln k Jn 

= -it( Pi) r r.pi \lr.pids- L u(Pk) r <pk \lr.pids. 
ln k#i ln 

En remarquant que, si Pi est un sommet interieur, 

nous avons 

La propriete des fonctions de base, 

permet d'ecrire 
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Nous concluons a l'aide du lemme 2 

1 d. -4d """""'u(Pi) + u(Pk) fa --4 dl 'Pi wu s = - ~ nk 
n k=f:i 2 ac~cnac, 

= L u(Pi) + u(Pk) r fiidl, 
k=f;i 2 j 8C~cn8Ci 

oil iii est la normale exterieure ala cellule Ci. Cette dernU~re ex­
pression est celle obtenue par le schema des volumes finis centres. 

Proposition 2 : Si le vecteur 1"1 est constant par triangle 
et si le scalaire c est constant par cellule, les approximations 
elements finis Pl et volumes finis duaux du terme en div(ci1) sont 
differentes. 

Preuve : Pour un sommet Pi interieur de n, !'approximation 
de div(ci1) par elements finis devient apres integration par parties 

In cpidiv(ci1)ds = -In "Vcpi.ci1ds 

= - L 1 "Vcpi.ci1ds 
T;3P, T; 

= - L u(Tj) 1 c"Vcpids 
T;3Pi T; 

= - L i1(Tj) 2:::: c(Ck)A(Ti n Ck)Vcp,(Tj) 
T;3Pi P~cET; 

= - L i1(Tj) L c(Ck) A~i) Vcp,(Ti) 
T;3Pi P~cET; 

=- L u(Tj) L ~c(Ck) 1 "Vcpids. 
T;3Pi P~cET; T; 

D'apres le lemme 1, nous obtenons 

r 'Pidiv(cil)ds = L u(Tj) L ~c(Ck) 1 fidl 
k ~3~ ~E~ a~n~ 

= L u(T;){ -3
1 L c(Ck)} r fidl. 

P P. lac-nT· T;3 i ~cET; • ' 
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Or la discretisation par volumes finis transforme le terme div(cil) 
( cf. [20]) en 

L L f . c*il.fidl = L il(Tj).{ L c*(8C{k) 1 i fidl} 
T·?JP; P~oE1j lac~k T·?JP; P~oETj 8Cik 

J k'li J k'li 

avec 

et 

c*(8C{k) =[~ + acsg(l . il.fidl)]c(Pi) 
8Cf~o 

+ [~- acsg( f . il.fidl)]c(Pj) 
2 lec:~o 

0:::; O'.c:::; 1. 

Pour que les expressions des deux schemas coi"ncident, il aurait 
fallu poser 

En fait ceci reviendrait a prendre c constant par triangle et le 
resultat est alors donne par la proposition 1. 

4.4. Conclusions 

A partir de cette etude, nous nous apercevons que, sur les cas 
stationnaires simples, le schema volumes finis propose redonne les 
schemas classiques de calcul par elements finis dont les proprietes 
de convergence et de stabilite sont bien connues. Les avantages 
de }'approche volumes finis apparaissent, dans les cas d'evolution 
plus compliques avec forte convection : 

1) pour le probleme d'evolution, la matrice de masse du 
schema volumes finis est automatiquement diagonale ; 

2) pour le cas non homo gene couple etc ... , la formulation 
volumes finis reste automatiquement conservative et est toujours 
simple a interpreter en termes de lois de conservation. Ceci est 
important a la fois dans des situations a changement de phase 
ou les lois de conservation sont compl~xes et dans les problemes 
hyperboliques non lineaires en presence de chocs ; 
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3) pour les problemes a forte convection, la formulation en 
volumes finis permet un decentrage immediat des termes de trans­
port ; selon toute vraisemblance, on retrouve apres decentrage les 
schemas a volumes finis ponderes etudies par EYMARD et GAL­
LOUET. 

5. Approximation en temps 

5.1. Schema implicite 

Nous reprenons !'equation en temperature [9] et les equations 
de transfert liquide et gazeux sous forme condensee [10-12] : 

pc~~ + ilr.'VT- div>..'VT = G(T,/3iPi), [24] 

B~~i + div(/3iPii1i) = Fi(T, /3iPj), i =a, v, l. [25] 

Il suffi.t pour cela de retrancher !'equation [12) a [11] et de poser 

Les equations [25] comportent deux non linearites 
- une locale sur le terme source Fi [13], 
- une globale sur le terme de transport div(/3iPiili) au vu des 

expressions des vitesses ili ([6], [7] et [8]). 
On peut craindre a priori que ces deux non linearites con­

duisent a des comportements numeriques tres differents. En par­
ticulier le terme de dissipation F(T,(Jjpj) = kRJvLog J::s presente 
de forts changements de gradient. Pour eviter tout probleme 
de convergence numerique, on pourrait penser dans un premier 
temps separer le traitement de ces deux non linearites, c'est-a­
dire discretiser en temps les equations de transferts hydriques 
suivant le schema de directions alternees de Peaceman-Rachford. 
Ce schema s'est avere stable numeriquement [DAU 85] mais peu 
precis. 
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En effet, sur les premiers pas de temps et a chaque change­
ment de pas de temps, apparait une erreur significative sur les 
pressions. Pour une courbe de pas de temps a priori raisonnable 
par rapport a la duree totale de !'experience (77 pas de temps), 
!'evolution de la pression de vapeur presente des sauts puis se 
stabilise si le pas de temps reste constant (fig. 8). Ceci nous a 
conduit a considerer un schema totalement implicite en temps. 

O.l.3.542E~ pa 

~ . .. .. 
0 , 
: . 
0 .. . 
~ 

0.2!271[..0.. pa 

0.10000[+{11 • 0..27000£+(1.1 • 

Figure 8. Evolution de la pression de vapeur 
en un point situe a Scm du bord 

Les equations (24] et (25] s'ecrivent, apres discretisation, 

yn+l _ yn 
(pc)n+l t::.t + -;t;,+l. \lT- div>.. n+l \!Tn+l 

= G(Tn+l
1 
(fjjpj)n+l), 

(f3iPi)n+l- (f3iPi)n + d" (Q· ..... )n+l 
t::.t w fJtPt Ut 

= Fi(Tn+l, (f3jPj)n+l), i =a, v, l. 

(26] 

[27] 

Un tel schema implicite a d'excellentes proprietes de conver­
gence a long terme pour des problemes dissipatifs [LET 90]. De 
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maniere precise, ce schema implicite est inconditionnellement sta­
ble. De plus, il est aussi stiff A stable. On peut done s'attendre a 
ce que les oscillations observees pour des grands pas de temps dans 
le schema de Peaceman-Rachford disparaissent dans ce schema 
implicite. 

La convergence de ce schema implicite nous est fourni par 
PIRONNEAU ([PIR 88], p. 80-82) pour le probleme simplifie 
suivant: 

On cherche X E Vh tel que 

xn+l xn 
. . b.~ + il. \1 xn+l - divK\1 xn+l = F(tn+l ), 

[28] 
xn+l = 0 sur fx]O, tmax[, 

avec Vh un espace d'elements finis d'ordre 1, il et K fixes tels que 

il E L00 (nx]O, tmax[), divil = 0, il.ii = 0 sur fx]O, tmax[ et K > 0. 

Proposition : Soit X(t, x) la solution du probleme continu: 

8

8~ + il.\lX- divK\1 X= F(X) dans nx]O, tmax[, 

X(O, x) = X 0 (x) dans 0, 

X = 0 sur rx ]0, tmax [. 

Si l 'on suppose 

ax 2 1 atE L (0, tmax, H (n)), 

alors on a 

(IIXn ~ X(tn, .)II~+ Kb.tiiV(Xn- X(tn, .)II~)~ 
::; C(b.x + b.t). 

[29] 

[30] 

Ci-dessus, le maillage est suppose n§gulier avec un pas en espace 
b.x. 

Cette proposition a ete dernontree avec un pas de temps b.t 
constant. 
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Les commentaires relatifs a cette proposition ([PIR 88], p. 
82) sont : 

"On note que I' estimation d'erreur [30] est valable meme avec 
K = 0. Ainsi on n'a pas besoin de decentrage en espace ; ceci 
est du au schema totalement implicite. Il reste que, comme avec 
les schemas d'Euler et de Crank-Nicolson, la constante C dans 
[30] depend de IIXII112cn) et que, si K est tres petit, le probleme 
continu [29] a une couche limite et IIX ll112(n) tend vers l'infini (si 
Xlr est quelconque) comme K-~. Ceci oblige done soit a modifier 
Xlr soit a prendre dans [28] b..x << K-~". 

Pour eviter ce type de limitation sur le pas d'espace b..x, nous 
avons choisi a priori un schema decentre pour la discretisation en 
espace du terme de transport (cf. 4.3.). 

A vee ce choix, no us a vans done affaire a un schema stable 
pour tout pas de temps et toute constante de viscosite. Le prix 
a payer est la resolution algebrique a chaque pas de temps du 
systeme non lineaire couple [26]-[27]. 

5.2. Resolution du probleme non lineaire par Newton 

Les experiences sur le sechage ou !'imbibition de milieux 
poreux ant mis en evidence un faible couplage entre les effets 
thermiques et les mouvements hydriques. Le traitement de ces 
equations est done decouple. 

La resolution de !'equation en temperature [26] est obtenue 
en linearisant le terme de chaleur latente G et en se pla<;ant a /3iPi 
fixes. Cette methode est explicite pour les termes de transport et 
implicite pour les termes sources. 

Nous ecrivons les equations [27] sous la forme : 

au niveau de chaque cellule et pour chaque constituant i =a, v, l. 
La fonction Ht (resp. H2) designe les termes de transport (resp. 
sources). 

Nous avons resolu dans un premier temps ces equations par 
une methode de Jacobi non lineaire : methode explicite pour les 
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termes de transport et implicite pour les termes sources. Au vu 
des temps de calcul prohibitifs, nous avons opte pour la methode 
de Newton qui s'est averee satisfaisante. 

L'algorithme global est done le suivant : 

boucle en temps 
* resolution de !'equation en temperature (26] a f3iPi fixe 

et en linearisant le terme source G, 
* calcul de /3iPi par une methode de Newton aT fixe, 

boucle sur la kieme iteration de Newton 
- resolution du systeme lineaire non symetrique 

({3p)J:t~~ ({3p)n = H1(({3p)J:+l) 

+ DH1(({3p)k+1)(({3p)J:!f- (.Bp)k+l) + H2(f3p)J:+l) [31] 

+ DH2(/3p)k+1)(({3p)k!i- ({3p)J:+ 1), 

- test de convergence. 

Dans !'equation [:n], DH1 et DH2 sont les derivees respec­
tivement des terrnes de transport et des termes sources par rapport 
aux variables f3aPa, f3vPv, f3tPl, prises en chaque noeud. Pour plus 
de details, les calculs de DH1 et DH2 sont explicites dans [NIC 
92]. Ces calculs sont tres longs. 

Apres calcul des derivees, [31] est un systeme lineaire par 
rapport aux inconnues (f3iPi) . prises en chaque noeud. La rna­
trice du systeme lineaire ala structure creuse classique d'une rna­
trice d'elements finis. Les seuls elements non nuls correspondent 
a des noeuds qui appartiennent au rnerne triangle. Elle est non 
symetrique et a de forts terrnes sur la diagonale (les termes en 
1/ b..t). 

Le systerne lineaire est resolu par une methode de Gauss sans 
pivot. 

Nous avons verifie la convergence quadratique de notre algo­
rithme de Newton. Par exemple, dans le test deer it ci-dessous, 
nous avons obtenu, au temps t = 2200s et pour un pas de temps 
de lOOs, 
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Iteration Newton 11~.6aPalloo II~PvPvlloo 11~.6LPdloo 
(,6apa)rcf (.6vPv )ref (.6LPL)ref 

1ere 5.3 10-4 3.4 10-4 5.0 10-4 

2eme 7.3 10-6 7.0 10-8 8.4 10-8 

3eme 2.0 10-13 1.3 10-14 1.1 10-14 

5.2.1. Tests numeriques 

Nous reprenons le test ou l'on a obtenu !'evolution de la pres­
sion de vapeur (fig. 8) dans deux cas distincts : soit la pression du 
gaz est supposee constante, soit cette hypothese a ete supprimee. 
Dans ce dernier cas, la variable f3aPa doit etre calculee. 

Les pas de temps sont donnes. Ils varient de ls a 600 s. 
Sur une duree determinee, le nombre de pas de temps est lie a 
la precision des evolutions des variables que l'on recherche. Par 
exemple, dans le deuxieme test, les pas de temps sont petits au 
debut des calculs pour obtenir une evolution de la pression d'air 
tres reguliere (fig. 9). Dans les deux cas, le schema de Newton 
converge en 3 ou 4 iterations. 

Les evolutions correspondantes a ces deux tests sont les 
memes qu'elles soient obtenues par le schema de Jacobi ou de 
Newton (fig. 9). Simplement, les pas de temps dans Newton sont 
beaucoup plus grands. 

O.IOOIU£+05 po 

.. . 
~ . . 

o.lcooot..oa ,. 
O.IOOOOt+OI a a J.700CX +-G4 • ...... 

Figure 9. Evolution de la pression d'air 
en un point situe a 5 em du bard 
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6. Simulations numeriques 

6.1. Un milieu modele : le mortier 

Les calculs presentes dans ce chapitre ont ete effectues suivant 
le schema de Newton (cf. 5.2.). Pour mettre en valeur certains 
comportements physiques, nous avons choisi de prendre des cas 
simples de sechage ou d 'imbibition d 'un milieu poreux modele: 
le mortier. N ous allons preciser les caracteristiques physiques 
necessaires aux differentes simulations numeriques. 

Les caracteristiques d u mortier de ciment sont tirees des 
travaux de J.F. DAIAN [DAI 86] : 

1) la porosite 
c = 0.17m3 /m3

, 

d'ou l'on deduit la teneur en squelette 

/3.9 = 1- c, 

2) la masse volumique du squelette Ps, 

Ps = 2070kg/m3
, 

3) la masse volumique de l'eau liquide 

PL = 1000kg/m3
, 

4) les capacites calorifiques a volume constant du squelette 
C8 , de l'air Ca, de la vapeur d'eau Cv et de l'eau liquide CL, 

C8 = 8001/kg.K, 

Ca = 719.821/ kg.K, 

Cv = 1523.341 /kg.K, 

CL = 41851 jkg.K, 

5) la constante des gaz parfaits 

R = 8.3141/mol.K, 
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6) les masses molaires de l'air et de l'eau 

Ma = 29.10-3kgfmol, 

Mv = 18.10-3 kgjmol, 

7) la chaleur latente de vaporisation de l'eau 

Lo = 3.3313 106 J /kg, 

8) la pression de vapeur saturante de l'eau "libre" 
7212.254 

LogP:;8 (T) = 68.10959- T - 6.297131 LogT 

avec T exprime en degre Kelvin et P:;8 en pascal, 

9) le module de !'acceleration de la pesanteur 

g = 9.81m/ s2
, 

10) la fonction d'interaction h(f3l) (fig. 2) obtenue via 
l'isotherme de sorption du milieu considere (fig. 1), mise sous 
la forme analytique suivante : 

b1 
h(fJL) = f3t + b2fJ1 + b3 si f3l E]O, fJ1], 

h((J) _ a1 (c:- f3L)(a2f3f + a3(3( + a4f31 +as) . (3 [(3 [ 
l - (3 + (3 Sl l E 1 , c , 

c- l a6 l + a1 

ou ai, bi, fJ1 sont les parametres suivants : 

fJ1 = 0.01m3 /m3, 

a; 
2.52 10-12 -6.80 10-2 -2.2710-4 

-1.68 105 

11) la conductivite thermique A du milieu poreux 

A= l.W/m.K, 
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12) la permeabilite de la phase liquide est definie par un spline 
cubique a partir des valeurs suivantes : 

f3l(m3 /m3) 0. 0.06 0.08 0.10 0.17 
Kl(m2js.Pa) 0. 2. 10 19 2. 10 18 2. 10 17 2. 10 16 

13) la permeabilite de la phase gazeuse est definie par un 
spline cubique a partir des valeurs suivantes : 

f3l(m3 1m3) 0. 0.07 0.09 0.11 0.17 
K9(m2 I s.Pa) 10 14 10 15 10 16 10-17 0. 

14) le coefficient de diffusion de vapeur d'eau dans l'air est 
defi.ni par un spline cubique a partir des valeurs suivantes : 

f3l(m3 1m3) 0. 0.022 0.037 

Kav(m2 ls.Pa) 2.10 12 3.7 10 12 6.7 10 12 

f3l(m3 1m3) 0.05 0.06 0.17 

Kav(m2 I s.Pa) 1.1 10-12 1.5 10 11 3.5 10 11 

Les trois splines cubiques precedents sont calcules en prenant 
les derivees secondes nulles aux extremites de l'intervalle d'etude 
comme conditions limites. 

6.2. Remontee capillaire 

6.2.1. Description du probleme traite 

Nous considerons une eprouvette de mortier de hauteur 16 
em et de base 4 em, sa partie laterale etant impermeabilisee. A 
!'instant t = 0, la base est mise en contact avec de l'eau liquide et 
nous analysons la remontee capillaire. 

Le maillage utilise est regulier et forme de triangles isoceles. 
Il comporte 512 elements et 297 noeuds. Le pas d'espace h est de 
l'ordre du demi centimetre. 

La remontee capillaire est observee sur une duree de 1 jour. 
Le pas de temps cro1t de 0.05 sa 1000 s. Les pas de temps initiaux 
sont petits pour mieux prendre en compte les conditions limites. 
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Dans ce calcul nous avons choisi 
- de prendre la temperature uniforme et constante en espace 

et en temps (T = 20°C), 
- de negliger les effets dissipatifs sur le changement de phase 

(k ~ 0), 
- de negliger la gravite. 
Les conditions initiales sont uniformes en espace : 

f3t = 0.11, 

HR(f3t = 0.11) = 0.97, 

P9 = 1.013 105 N/m2
• 

L'eprouvette est soumise aux conditions aux limites suivantes: 
-sur la surface laterale, une condition de Neumann (condition 

de Fourier-Robin (16] avec ai = Qi = 0) est imposee sur les trois 
inconnues f3aPa, f3vPv et f3tPl· 

- sur la base, nous imposons une condition de Dirichlet [14] 
variant lineairement entre !'instant 0 et !'instant 60s ou l'on ob­
tient 

{3zxt = 0.16983, 

HRext({3fxt) = 1., 

p;xt = 1.013105N/m2 , 

- sur la derniere extremite, nous imposons une condition de Dirich­
let qui permet de maintenir les conditions initiales. 

Notons que la valeur de {3fxt concernant la base de 
l'eprouvette a ete fixee de telle sorte que la pression d'eau liq­
uide sur cette surface vale une atmosphere. C'est bien la valeur 
de la pression de l'eau qui affieure l'eprouvette. 

Le temps de calcul c.p. u. a ete de 3h46mn sur sun 4. 

6. 2. 2. Presentation et analyse des resultats numeriques 

La remontee capillaire est generee par un gradient de pression 
d'eau qui a tendance a s'attenuer au cours du temps. Au bout de 
3 heures le profil de la pression d'eau est representee figure 10. 
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Ainsi le liquide monte dans l'eprouvette a partir de sa base. 
Les vitesses d'eau sont maximales a la fin de la prise en compte 
des conditions aux limites ( t = 60s) et de l'ordre de 10-5 m/ s. 
Ensuite, elles diminuent en module mais les mouvements d'eau 
concernent une plus grande partie de l'eprouvette. 

En un point donne, la teneur en eau fJl et la pression de vapeur 
augmentent reguliE~rement au cours du temps. Par contre, la pres­
sion du gaz P9 evolue de maniere differente (fig. 11) ; elle passe 
par un maximum. En fait l'eau qui remonte dans l'eprouvette 
comprime la phase gazeuse. Une surpression est done creee puis 
le gaz a tendance a s'echapper soit par le haut de l'eprouvette soit 
par sa base. Experimentalement nous observons la formation de 
bulle d'air dans l'eau liquide affieurant cette paroi. Cette surpres­
sion s'amortit pour laisser laplace a un champ de pression de gaz 
uniforme (fig. 12). 

Nous avons compare les resultats numeriques obtenus en sup.::. 
posant la pression d u gaz constante en temps et en espace : no us 
n'avons remarque aucun effet du changement de la pression du 
gaz sur la cinetique de remontee capillaire. 
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Figure 10. Profil vertical de la pression d 'eau liquide 
au temps t = 3h. Remontee capillaire dans un mortier 
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Figure 11. Evolution de la pression du gaz a 3cm 
de la base de l'eprouvette. Remontee capillaire dans un mortier 
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Figure 12. Profil vertical de la presszon d 'azr au temps 
t = 3h. Remontee capillaire dans un mortier 
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6.3. Effets hysteretiques 

6.3.1. Description du probleme traite 

Nous voulons etudier ici les effets hysteretiques sur un cy­
cle de sorption-desorption. Pour cela nous considerons une paroi 
en mortier de 15cm d'epaisseur dont ses deux surfaces seront en 
contact avec une ambiance humide puis une ambiance seche. 

Le maillage utilise est regulier et forme de triangles isoceles. 
Il comporte 1800 elements et 961 noeuds. On se ramene au cas 
unidimensionnel par des conditions limites adequates. 

La duree de I' experience est de 60 jours. Le pas de temps cro1t 
de 10 s a 86400 s pour la prise en compte de nouvelles conditions 
limites et reste constant a 86400 s sinon. 

Dans ce calcul, nous avons choisi 
- de prendre la temperature et la pression du gaz uni­

formes et constantes en espace et en temps (T = 20°C, P9 = 
1.013 105 N/m2) 

- de prendre en compte les effets dissipatifs sur le taux de 
changement de phase 

- de negliger la gravite. 
Les conditions initiales sont uniformes en espace : 

f3l = 0.02, 

H R(f3l = 0.02) = 0.096. 

Les conditions limites sont les suivantes : 
- sur deux cotes opposes d u carre, no us imposons une condi­

tion de Neumann sur les inconnues f3vPv et f3lPl, 
- sur les deux autres cotes, nous imposons des conditions de 

Dirichlet variant lineairement entre l'instant 0 s et l'instant 60 s 
oil l'on obtient 

{3fxt = 0.1, 

H R({3fxt) = 0.95, 
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puis ces valeurs restent constantes jusqu'au temps 864000 s (10 
jours) a partir duquel elles varient a nouveau lineairement pour 
aboutir au temps 1728000 s aux valeurs initiales 

{Jz = 0.02, 

H R({Jz = 0.02) = 0.096. 

Le temps de calcul c.p.u. a ete de 2h42mn pour 106 pas de temps. 

6.3.2. Presentation et analyse des resultats numeriques 

En un point donne de la paroi, la teneur en eau liquide et 
l'humidite relative sont croissantes puis decroissantes en temps 
(fig. 13). Le maximum de ces evolutions apparait d'autant plus 
tardivement que le point se situe loin des bards de la paroi. 

Dans le plan teneur en eau liquide f3z - humidite relative H R, 
nous obtenons des boucles d'hysteresis telles que celle representee 
dans la figure 14. Nous remarquons que les points (f3z, H R) ont 
tres rapidement tendance a revenir sur la courbe de sorption a 
l'equilibre HR = Log~(f3z), ce qui implique Pv = Pvs· 

Experimentalement~ apres un cycle de sorption-desorption, 
pour les milieux poreux presentant des phenomenes hysteretiques, 
l'etat d'equilibre obtenu ne verifie pas Pv = Pvs(f3z). 

Done la dissipation sur le taux de changement de phase, 
[BRU 62] meme si on obtient des boucles d'hysteresis, ne permet 
pas de decrire des phenomenes hysteretiques dans differents etats 
d'equilibre. No us avons, en fait, une hysteresis "dynamique". 

6.4. Sechage bidimensionnel 

6.4.1. Description du probleme traite 

Nous considerons une poutre de rnortier de 30 em d'epaisseur 
qui seche sur trois de ces faces. 

Le maillage utilise est celui du test precedent. 
Le sechage est observe sur une periode de 6 rnois. Le pas de 

temps croit de 10 sa 86400 s. 
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Figure 13. Evolution de l 'humidite relative a 1 Ocm 

du bard de la paTOi. Effets hysteretiques 
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Figure 14. Evolution de l'humidite relative en fonction 
de la teneur en eau a Scm du bor·d de la paroi. 

Isotherme de sorption a l'equilib-re (en pointilles). 
Effets hysteretiques 
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Dans les calculs, nous avons choisi 
- de prendre la temperature et la pression du gaz constante et 

uniforme en espace et en temps (T = 20°C, P9 = 1.013 105 Njm2 ), 

- de negliger les effets dissipatifs sur le changernent de phase 
(k ~ 0), 

- de negliger la gravite. 
Les conditions initiales sont uniformes en espace : 

f3t = 0.1, 

H R(f3L = 0.01) = 0.95. 

Les conditions de sechage sont donnees par : 
- sur un cote, une condition de Neumann sur f3vPv et f3tpz, 
- sur les trois autres cotes, nous irnposons une condition de 

Dirichlet variant lincairement entre l'instant 0 et l'instant 60s ou 
l'on obtient 

f3'txt = 0.02, 

H R(f3fxt) = 0.096. 

Le temps de calcul c.p.u. a ete de 5h32rnn pour 233 pas de temps. 

6.4. 2. Presentation et analyse des resultats nurneriques 

Au bout des six mois le sechage est presque total : les profils 
des differentes variables sont rdativernent plats. 

Les isovaleurs au temps t = 60 jours sont repn~sentees figure 
15 pour l'hurnidite relative. 

L'evolution du sechage est mis en evidence dans la figure 16 
ou sont repn§sentes les profils verticaux de la teneur en eau aux 
instants 60s, 1j, lOj, 60j, 100j et 140j a 25cm du cote impermeable 
(celui ou l'on a applique la condition de Neumann). 

Ces courbes sernblent physiquement acceptables. Le meme 
calcul avec la temperature prise comme inconnue montre qu'elle 
reste constante et egale a 20° C. Ceci est d il a la lenteur d u sechage 
du mortier. 



98 Revue europeenne des elements finis. Vol. 3- no 1/1994 
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Figure 15. Champ d 'humidite relative au temps t = 60j. 
Sechage bidimensionnel 
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Figure 16. Profits verticaux de la teneur- en eau a differ·ents temps, 
situes a 25 em du cote imper-meable. Sechage bidimensionnel 
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7. Conclusion 

Le modele numenque presente souligne les principaux 
phenomenes physiques rencontres lors des transferts d'humidite 
au niveau macroscopique. Nous avons pu ainsi mettre en evidence 
leur influence respective. Par exemple si les mouvements d'eau ont 
une incidence sur la pression totale du gaz, en general il semble 
que la reciproque soit fausse. L'introduction d'une dissipation 
sur le taux de changement de phase permet d'obtenir des boucles 
d'hysteresis dynamiques. Cependant, ces dernieres ne traduisent 
pas fidelement la realite : les milieux poreux presentent aussi des 
phenomenes hysteretiques dans differents etats d'equilibre. 

Du point de vue numerique, !'approche retenue privilegie 
- le caractere conservatif de !'approximation, 
- la stabilite. 
Ceci nous a conduit a introduire une approche mixte volumes 

finis elements finis quelque peu originale dans le cadre des milieux 
poreux et a utiliser un schema implicite en temps. La resolution du 
systeme non lineaire par un algorithme de Newton est compliquee 
a programmer (lourdeur des expressions analytiques) mais efficace 
d'emploi. 

A titre anecdotique, le decentrage parametre des termes de 
transport n'a que tres peu d'incidence sur les resultats. 
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