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RESUME. Un nouvel element fini axisymetrique courbe du type B-spline, pour I' analyse des 
vibrations libres des coques minces de revolution, est presente. Cet element, base sur Ia 
theorie de Kirchhoff, utilise les fonctions B-splines cubiques uniformes pour /'interpolation a 
Ia fois de Ia geometrie et des deplacements locaux. Il presente trois originalites par rapport 
aux elements connus du meme type: i) toutes les variables de controle (ou splines) sont 
eliminees au profit des trois deplacements nodaux pour les nr£uds internes d'un super 
element (ensemble d'elements), et de leurs derivees premieres par rapport a l'abscisse 
curviligne pour les nr£uds extremes; ce choix des degres de liberte (ddl) permet de reduire 
au minimum le nombre total de ddls par rapport aux elements classiques. ii) une nouvelle 
approche pour Ia discretisation du meridien, permettant de dissocier Ia geometrie et le 
comportement, est utilisee ; selon le probleme pose, Ia geometrie ou le comportement peut 
etre favorise en augmentant le nombre de nr£uds correspondant. iii) tous les parametres 
induits par I' interpolation par les B-splines cubiques uniformes ( espacement du parametrage, 
tangentes aux bords, .. . ) sont geres de maniere automatique. Les performances de I' element 
sont evaluees a I' aide de quatre cas tests Ires souvent cites. Les resultats sont compares aux 
divers resultats analytiques, experimentaux et numeriques trouves dans Ia litterature. Un tres 
bon comportement de /'element dans les differentes situations est observe. 

ABSTRACT. A new curved axisymmetric B-spline finite element for the free vibrations of thin 
shells of revolution is presented. The B-spline element, which is based on classical thin shell 
theory uses the uniform cubic B-spline functions for the interpolation of geometry as well as 
local displacements. It introduces three new features over the other known B-spline 
elements: i) instead of the usual control (or spline) variables, only nodal displacements at 
the internal nodes of a superelement (a group of elements) and their first derivatives with 
respect to the meridional length at the end nodes are used as degrees of freedom of a 
superelement; This choice reduces to the minimum the total number of degrees of freedom 
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compared to standard elements. ii) a new approach for the discretization of the meridian, 
which dissociates the geometry and the behavior is used ; thus, according to the problem in 
hand either the geometry or the behavior can be favoured by increasing its corresponding 
number of nodes. iii) all the parameters of the uniform cubic B-spline interpolation 
(parametrization's spacing, end tangents, ... ) are computed automatically. The efficiency and 
accuracy of the proposed element are evaluated by four often cited benchmark examples. The 
results are compared to the analytical, experimental and numerical solutions found in the 
litterature. A very well behavior of the element in all the examples is observed. 

MOTS.CLES: elementjini B-spline, vibrations libres, coques de revolution, B-splines cubiques 
uniformes. 
KEY WORDS : B-spline finite element, free vibrations, shells of revolution, uniform cubic B­
splines. 

1. Introduction 

Les coques minces de revolution soot largement utilisees dans les constructions 
navales, les industries spatiales, aeronautiques, chimiques et nucleaires. L'estimation 
des trequences propres de ces structures est un sujet classique; il a ete traite par 
diverses methodes : (i) les methodes exactes [KUN 88] ; (ii) les methodes approchees 
[KUN 88, SOE 80] ; (iii) les methodes experimentales [DEL 80] ; (iv) Ia methode des 
differences finies [BUS 84] ; Ia methode des bandes finies [u 90] ; Ia methode des 
elements finis [ALT 86, BID 89, TOU 87, HEP 92, WEB 67, FAN 89, LUA 89]. Cette derniere 
est Ia plus utilisee grace a sa souplesse et son efficacire a resoudre des problemes 
complexes. Les methodes (i), (ii) et (iii), quant a elles, presentent !'inconvenient 
principal de se limiter aux coques a geometrie et conditions limites simples ou 
idealisees ou les deux a Ia fois. 

La methode des elements finis a ete utilisee dans !'analyse vibratoire des coques 
de revolution des le debut des annees 60 [KAR 87]. Principalement, trois types de 
formulations ont ete utilisees : Ia formulation en deplacement [Bm 89, Tou 87, 
HEP 92, WEB 67, FAN 89, LUA 89], Ia formulation mixte [ALT 86] et Ia formulation en 
deformations [HUA 89]. La plus grande difficulte rencontree dans Ia methode des 
deplacements reside dans Ia satisfaction simultanee des conditions de conformite, de 
deformation nulle pour des deplacements de corps rigides, de deformation 
constante, et enfin de geometrie arbitraire [vAL 77]. En outre, les approximations 
resultent de Ia modelisation, du type d'interpolation adoptee, de Ia plus ou moins 
bonne conformite des elements et enfin des hypotheses inherentes a Ia theorie des 
coques. 

L'approche Ia plus utilisee pour !'analyse des coques de revolution est basee sur 
Ia representation des deplacements, des charges ainsi que des proprietes de Ia coque 
par des series de Fourier dans Ia direction circonferencielle combinee avec une 
discretisation par elements finis axisymetriques droits ou courbes dans Ia direction 
meridienne. Les avantages et les inconvenients de cette approche sont discutes dans 
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[Bus 84, BHI 89] et sa theorie est bien detailh~e dans [PRo 75, BAT 92]. Une liste de 
logiciels specialises est aussi foumie dans [Bus 84]. 

Plusieurs chercheurs ont signale l'importance primordiale de Ia geometrie dans 
l'etude des coques (BAR 83, KIM 83, coo 74, wc 79]. En effet pour les coques, Ia 
mesure des tangentes locales, des courbures voire des derivees des courbures est 
souvent necessaire au calcul par elements finis ; une mauvaise representation de Ia 
geometrie peut induire des erreurs plus grossieres que celles provenant d'une 
interpolation mediocre [VAL 77]. C'est pourquoi les elements courbes soot preferes 
aux elements droits surtout pour representee les coques de revolution a double 
courbure. Diverses techniques de Ia representation de Ia geometrie soot discutees 
dans [BAT92,LUC79]. 

La plupart des elements courbes sont bases sur Ia methode des deplacements en 
coordonnees globales (cartesiennes) [GuP 86] ou locales (curvilignes) [FAN 89, LUA 
89]. Un probleme majeur avec les elements courbes en composantes curvilignes est 
celui relatif a Ia representation des mouvements de corps rigides. Des 
approximations elevees doivent etre utilisees pour le deplacement meridien si on 
utilise le deplacement pour eviter une rigidire parasite ou blocage membranaire [BAT 
92]. Certains auteurs ont utilise des approximations des deplacements permettant 
une representation explicite des mouvements de corps rigides [we 79]. D'autres ont 
prefere developper des fonctions de base de maniere a satisfaire Ia condition de 
deformation nulle pour un deplacement rigide [HEP 92]. Une representation implicite 
acceptable necessite une approximation polynomiale au moins quadratique pour les 
deplacements membranaires [BAT 92]. Pour une formulation curviligne, si les 
approximations de Ia geometrie et des deplacements soot identiques, les modes 
rigides soot correctement representes [BAT 92]. En d'autres termes, l'utilisation d'une 
formulation isoparametrique resoud completement le probleme des modes rigides a 
condition que Ia geometrie soit correctement representee [HAN 86] i.e. Ia base 
d'approximation de Ia geometrie doit etre contenue dans celle des approximations 
des deplacements [BAT 92]. 

La condition de conformite dans les elements courbes en formulation curviligne 
des deplacements peut etre obtenue de f~on de plus en plus approchee par 
l'utilisation d'interpolation de degre croissant [vAL 77]. L'introduction du cisaillement 
transverse permet de realiser aisement Ia conformite, mais engendre d'importantes 
rigidires relatives a cette deformation, ce qui rend certains problemes mal.condition­
nes [BAT 92]. Le choix du degre d'interpolation est guide par le fait que ce degre soit 
inferieur d'une unite par rapport a l'ordre maximal des derivations existant dans 
l'energie de deformation. Cependant certains auteurs preconisent un ordre au moins 
identique et meme, au moins egal a 5 de fayon a obtenir une bonne precision sur les 
contraintes [TOU 87]. D'autres preconisent le meme degre pour tous les champs de 
deplacement et utilisent l'ordre 3 [Tou 87, coo 7 4 ], les termes surabondants 
pemiettant une meilleure satisfaction de Ia condition de deformation constante. 

Dans ce qui suit nous allons presenter Ia formulation et les resultats d'un nouvel 
element axisymetrique courbe pour l'estimation des frequences propres des coques 
de revolution. 
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Cet element presente les caracteristiques suivantes : 

1. C'est un element isoparametrique dans le sens ou Ia geometrie et les 
deplacements soot representes par les memes fonctions de base [DHA 84]. Les B­
splines cubiques uniformes ont ete retenues comme fonctions d'interpolation des 
coordonnees et des inconnues physiques parce qu'elles soot plus regulieres que les 
fonctions polynomiales par morceaux telles que celles de Lagrange ou d'Hermite. 
Une precedente etude a ete menee sur l'interpolation par les B3-Splines uniformes 
dans une approche d'elements finis [ GUE 93]. 

2. C'est un element conforme dans le sens ou il satisfait les trois criteres de 
convergence [TRO 92] : 

- Des continuites c3 a l'interieur de chaque element et c2 entre les elements 
sont garanties par defmition meme des B-splines cubiques. Un ensemble d'elements 
forme un super element a l'interieur duquel Ia continuite est c2 et entre les 
differents super elements du modele une continuite cl est garantie. Cette notion de 
super element a ete introduite par Gupta [GUP 86] pour mieux modeliser les coques 
branchees ou les discontinuites dues a des variations brusques d'epaisseur ou de 
courbure. 

- les modes de corps rigides sont correctement representes grace a l'utilisation 
simultanee des B-splines, synonymes d'une geometrie tres reguliere, et Ia formula­
tion isoparametrique [HAN 86]. 

- les modes de deformations constantes sont mieux satisfaits grace aux degres 
d'interpolation identiques des differentes composantes du deplacement [vAL 77]. 

3. On d6montre que pour une interpolation cubique a Ia fois des composantes 
tangentielles et normale du deplacement, le blocage en membrane, s'il existe, est 
faible et par suite non genant [BAT 92]. 

4. Enfin, Ia methode des deplacements en coordonnees curvilignes est retenue; 
ses inconvenients sont reduits par les choix ci-dessus. 

Uncertain nombre de chercheurs ont developpe des elements finis du Type B­
spline des le debut des annees 80 [FAN 89, LUA 89, KIM 83, auP 86]. Les particularites 
de ces elements et leurs performances sont discutees dans [GuE 93]. Nous nous 
contentons de presenter les originalites de notre element par rapport aux elements 
mentionnes ci-dessus, a savoir : 

- Une nouvelle approche du choix des degres de liberte est utilisee. Elle 
consiste a eliminer, par une procedure d'inversion decrite dans [GUE 93], toutes les 
variables de controle (ou splines) au profit des cteplacements nodaux a l'interieur 
d'un super element et de leurs derivees premieres par rapport a l'abscisse curviligne 
pour les ml!uds extremes. 

- La geometrie du meridien et le comportement de Ia coque soot dissocies de 
maniere a pouvoir favoriser l'un ou I' autre selon le probleme pose. 

- Tous les parametres d'interpolation par les B-splines cubiques uniformes 
(espacement du parametrage, tangentes aux bords, ... ) sont geres de maniere 
automatique. 
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2. Description de l'element 

Dans cette section nous rappelons brievement Ia procedure d'interpolation par les 
B3-splines uniformes et son application a Ia representation de Ia geometrie et des 
deplacements d'un element. Les details de cette technique sont fournis dans [oUE 93]. 

2.1. Interpolation par les BJ-splines uniformes 

Les fonctions B3-splines uniformes standards sont des fonctions polynomiales 
par morceaux qui sont deux fois continfiment differentiables sur tout le domaine 
d'interpolation. Elles ont un caractere local puisqu'elles sont non nulles que sur 
quatre sections successives. Ainsi sur une section, au plus quatre fonctions de base 
sont non nulles (figure 1). 

2/3 

1/6 

Figure 1. Un element et ses quatrefonctions de base 

On demontre [oUE 93], que ces fonctions s'ecrivent de Ia maniere suivante: 

[1] 

~ est un parametre reduit du parametrage t, definie par : 

2t-t. -t. 
I+1 1 ; -1~~~+1 pour t.~t~t. 

1 t. -t. 1 t+ 
t+l 1 

(2] 

oit li+ 1- li , represente l'espacement equidistant du parametrage. 
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L'interpolation d'une grandeur f, qui peut etre une coordonnee geometrique ou 
une composante du deplacement s'ecrit, en fonction des fonctions de base ci-dessus, 
pour Ia ieme section comme suit : 

avec c- 1 3 -3 -3 3 [-1 3 -3 1] 
[ ]-48 -3-15 15 3 

1 23 23 1 

[3] 

aio sont des variables de contrOie ou variables splines qui, lorsqu'elles sont 
reliees entre elles par des segments de droite, forment un polygone, dit de controle. 
Elles s'obtiennent par l'ecriture des conditions d'interpolation aux n<l!uds de chaque 
section: 

{ 

f.(-1)=f. 
1 1 

f 1(+1)=f n- n 

; i=1,2, ... ,n-1 
[4] 

oii n, est le nombre de nreuds du modele. 

Utilisant l'expression [3], nous obtenons: 

_61(a. 1+4a.+a. 1)=f. 
I- 1 I+ 1 

; i=1,2, ... ,n [5] 

Dans ce system e. il y a deux inconnues, dites fictives, ao et an+ 1· Ceci 
necessite done deux equations supplementaires. Diverses techniques, pour les 
ajouter, ont ete mentionnees dans [GUE 93]. Nous rappelons, dans ce qui suit, celle 
qui nous garantit une continuite C 1 aux bords, a savoir Ia methode des derivees 
premieres. 

En parametrant par l'abscisse curviligne, les deux conditions au premier et 
demier nreuds s'ecrivent : 

ds h 
J=-=-

d; 2 
[6] 
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Le systeme [5] s'ecrit alors : 

1 1 
--0-

4J1 4J1 
1 4 1 - - -
6 6 6 

1 4 1 

6 6 6 
__ 1_ 0 _1_ 

4J 4J 
n n 

C'est ce systeme qui sera resolu ou inverse selon qu'on interpole des 
coordonnees ou des deplacements (cf. §2.3 et §2.4 ci-apres). 

2.2. Discretisation du meridien 

Le meridien d'une coque de revolution est d'abord decoupe en un certain nombre 
de sections definies par le nombre de points geometriques donnes (ri, zi). 
L'ensemble des sections geometriques peuvent definir un ou plusieurs segments dits 
super elements. D'autre part une section geometrique peut etre decoupee en 
plusieurs sous-sections definissant les elements proprement dits ; les nreuds 
definissant les sections geometriques sont appeles nreuds geometriques et ceux 
definissants les sous-sections ou elements sont appeles m~uds structure. La figure 2 
illustre Ia discretisation d'un meridien de Ia coque. 

Com me nous le constatons sur Ia figure 2, toutes les numerotations sont locales ; 
Ia relation entre Ies variables reduites geometrique et structure pour le ieme element 
de Ia k ieme section geometrique est done donnee par : 

JJ.=-1-(~+2i-m) ; ~e[-1,+1] et m~2 
m-1 [8] 

ou m, est le nombre de nreuds structure dans une section geometrique ; ce nombre 
est constant dans un super element a cause du caractere uniforme des fonctions de 
base utilisees. 
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z 

0 

~4 
meridien 

k 

~1 
i+ 1 

m 

x noeud geometrique 

+ point de controle geometrique 

o noeud structure 

polygene de controle 

Figure 2a. Un super element et son polygone de contr6le 

Dans l'espace parametrique, cette discretisation se presente ainsi : 

k k+1 
~E 0 0 ~E 

0 noeud structure 1 0 i+1 m 

X noeud geometrie I I >~ 
-1 

® 
+1 structure 

I > ~ 
-1 + 1 geometrie 

Figure 2b. Un element (Ia sous-section) et son support geometrique 

Cette discretisation presente l'avantage de pouvoir dissocier Ia geometrie et le 
comportement physique. En effet, une geometrie simple, un cylindre par exemple, 
sera definie par un nombre reduit de ncx:uds geometriques et un nombre plus 
important de nreuds intermediaires pour modeliser Ia dynamique de Ia structure. 



Un nouvel element fini du type B-spline 109 

2.3. Geometrie d'un eliment 

La geometrie d'un element est definie par les coordonnees cylindriques (fk:(l..l), 
Zk(l..l)) donnees par les relations d'interpolation [3], soit: 

r k (l..l)=(N(I..l))[CJ{ Rk4 } [9] 

avec l..l definie par [8] et <N(I..l)> et [C] donnes par [3]. Le couple (Rk, Zk> 
represente l'abscisse et l'ordonnee du k ieme point de controle (figure 2a). 

Le calcul des points de contr()le du meridien se fait separement pour chaque 
coordonnee en resolvant le systeme [7] qui se transforme, grace a Ia donnee des 

tangentes aux bords T
1
=(df) et T =(df) , en: 

ds1 n dsn 

2 1 a1 3f
1
+hT

1 
1 4 1 a2 6f2 

= 

1 4 1 a 
n-1 

6f 
n-1 

1 2 a 3f -hT 
n n n [10] 

a
0

=a
2

-2hT
1 

a 
1
=a 

1
+2hT 

n+ n- n 

Les ak representent l'une des coordonnees Rk, Zk des points de contr6le et les 
fie, l'une des coordonnees des points donnes de Ia geometrie fk, Zk ; l..l est, 
exceptionnellement pour ce calcul, definie par [2]. 

La solution de ce systeme depend des parametres h, T1 et T2; leur influence sur 
Ia solution et diverses techniques de leur calcul ont ete etudiees dans [GUE93]. Des 
algorithmes de resolution speciaux, exploitant Ia topologie de Ia matrice du systeme 
[10], sont aussi indiques dans cette meme reference. 

2.4. Interpolation des deplacements 

Pour !'element axisymetrique (figure 3), les deplacements en coordonnees de Ia 
coque sont exprimes par le produit des fonctions de formes B3-splines uniformes 
dans Ia direction meridienne et des fonctions harinoniques dans Ia direction circon­
ferencielle. 
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La decomposition en serie de Fourier suivant Ia direction circonferencielle 
s'ecrit: 

{

u(s,9)} {u0 (s)} {u (s)cos(n9)+ii (s)sin(n9)} 
w(s,9) = w0 (s) + ~ w:(s)cos(n9)+w:(s)sin(n9) 
v ( s, 9 ) v

0 
( s) n = 1 v ( s ) sin ( n9 ) - v ( s ) cos ( n9 ) n n 

[11] 

r 

Figure 3. Un elernent a.x(symetrique courbe 

Le deuxieme et le troisieme terme dans Ia decomposition en serie de Fourier ci­
dessus representent les modes symetriques et antisymetriques par rapport a 0=0. En 
fait. on peut remarquer que les modes antisymetriques soot symetriques par rapport 
a O=rt/2 [BAT 92] et on peut done conclure que pour n:;tO, les modes symetriques et 
antisymetriques de meme indice n auront les memes frequences propres de 
vibration. Pour obtenir les composantes de Fourier du mode antisymetrique a partir 
du mode symetrique, u(s) et w(s) restent inchanges alors que v(s) change de signe. 
Nous retenons pour Ia suite des calculs que les modes symetriques. 

Les fonctions B3-splines uniformes soot ensuite utilis6es pour interpoler les 
deplacements le long du meridien selon Ia formule [3]: 

u (~)=(N(~))[C]{u .4} ; idem pour w0@, v0 @ 
n n~ 

[12] 

~. etant Ia variable reduite montree sur Ia figure 2b. 
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Notons que les variables Un,i· Wn,i• et Vn,i ne sont pas rattachees aux n<~uds 
physiques de l'eh~ment ; ce sont uniquement des variables de controle des 
deplacements nodaux (physiques) un,i• wn,i· vn,i et leurs derivees. 

Introduisant [12] dans [11], et apres une reorganisation des variables, nons 
obtenons: 

[13] 

[t3n(e)]= o cos(ne) . 0 ; {d3 (~,e)}=(u<~,e) w(~,e) v(~,e>) [

cos(n9) 0 0 l t 

0 0 sm(ne) 

( D )=(u w v lu w v lu w v lu w v ) n n,i-1 n,i-1 n,i-1 n,i n,i n,i n,i+l n,i+l n,i+l n,i+2 n,i+2 n,i+2 

Les elements finis du type B-spline [FAN 89, LUA 89, KIM 83, GUP 86] different 
essentiellement par le maintien ou I'elimination de toutes ou d'une partie des 
variables de controle, du vecteur <Dn> de I'equation [13], au profit des variables 
physiques (deplacements nodaux). Dans [GUE 93], nous avons propose d'eliminer 
toutes les variables de controle au profit des trois deplacements pour les nreuds 
internes d'un super element plus leurs derivees premieres pour les nreuds extremes. 
La methode est detaillee dans [GUE 93]. Le principe consiste a inverser le systeme [7) 
dans lequel les O.i sont les valeurs de I'une des composantes des variables de 
controle et les fi sont celles de I'une des composantes du deplacement. Un 
algorithme special a ete developpe pour effectuer cette inversion [GUE 93]. 

Le principal avantage de ce nouveau choix des degres de liberte de I'element B­
spline est que le nombre total des degres de liberte d'un super element reste inferieur 
a celui du meme nombre d'elements axisymetriques classiques (du type Hermite) et 
meme celui de I'element de haute precision de FAN & LUAH [FAN 89, LUA 89] (du 
type B-spline). Quantitativement, pour N elements axisymetriques du type Hermite 
a 4 ddls par nreud, nous avons au total 4N+4 ddls et pour le meme nombre 
d'elements de LUAH & FAN [LUA 89], ce nombre est de 9N+9. Pour le present 
element il n'y'a que 3N+9 ddls pour un super element de N elements. Ainsi nous 
avons un gain de N-5 ddls, pour N>5, par rapport a un element du type Hermite et 
6N ddls, pour ~3. par rapport a celui de LUAH & FAN [LUA 89]. 
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3. Formulation de I' element 

La fonnulation que nous allons presenter sera limitee au cadre de la theorie de 
Kirchhoff, pour des coques isotropes ou orthotropes d'epaisseur constante et avec 
!'hypothese geometrique des voiles minces (t/Rmin<<l ; t, l'epaisseur de la coque et 
Rmin. le plus petit des deux rayons de courbures principales de la coque). 

3.1. Relations deformations-deplacements 

Par des manipulations standards [ZIE 77, BAT92], les defonnations generalisees 
prennent la fonne suivante : 

[14] 

[15] 

d 1 
0 

ds . R : 
•..•.............. ~- ...... ,. :> ...... ~ •.............................. 

cos<p : _sm<p · n 
r · r · r · · · · · · · ~~- · · · · · · ~ · · · · · · ·0· · · · · · · ~ · · · · · · · · · ·!~cos·q,· · · · · · · · · · 

... i .. d .. r.i '(JR.~ ....... d2 ...... ~ .......... ds .... r ........... . 

[Ln(f..l,~)]=-Rds+R2 dss~ -ds2 ~ 0 
... -~ ...... S ..... ; ............. 2.; ............................ . 

COS (j) : COS(j) d n : n . 
--- ·----+-· --sm<p 

rR : r ds r2 : r2 

•••.•... ~· :> .••.• '12~ d. 'i~ .... "1" ~~-~·d·. ~~~~(. i' .. 2. ~i~-~l 
- .----cos<p.------- --- --
rR : r ds r2 : r ds r R r s . . s 
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3.2. Matrices de rigidite et de masse etementaires 

Grace a l'orthogonalite des fonctions sinus et cosinus, et pour un materiau 
homogene independant de 9, les modes sont decouples [Tou 87, PRo 75] et I' on peut 
faire !'analyse vibratoire mode par mode [BAT 92]. Ainsi, Ia matrice de rigidite dans 
Ia base des variables de contrOle et pour le mode d'ordre n s'ecrit : 

+1 

[ Knc]=ktt J [bn (J.t.~)r[Hl[ bn (J.t.~)] r(J.t)J(~)d~; k=2 si n=O et 1 sinon [161 

-1 

J, est le determinant du jacobien definie dans [6] ; [H), etant Ia matrice d'elasticite. 
La matrice de rigidite est evaluee numeriquement par Ia quadrature de Gauss (4 
points d'integration par element). 

En negligeant les inerties de rotation, Ia matrice de masse devient independante 
du nombre d'ondes n. Elle s'ecrit : 

[17] 

ps=p.e, est Ia masse surfacique de Ia coque, p sa masse volumique et e son 
epaisseur. La matrice de masse est aussi evaluee par un schema numerique de Gauss 
a 6 points d'integration par element. 

3.3. Probleme aux valeurs propres 

Les matrices elementaires de rigidite et de masse sont tout d'abord assemblees 
jusqu'au niveau d'une section geometrique, puis les matrices obtenues sont 
assemblees jusqu'au niveau d'un super element ; a ce stade, le passage des variables 
de contr6le aux variables physiques nodales s'opere de Ia maniere suivante : 

[T] etant Ia matrice de passage des variables de contr61e { D} aux variables 
physiques { d}, definie par : 

{d}=[T]{D} [19] 
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ou 

(d)=(unl wnl vnl (:)nl (~:)nl (~:)nl un2 wn2 vn2 ··· 

··· unm wnm vnm (::)nm (~:tm (::)nm) 

et 

(D)=( unO W nOV nOUnlW nlv nr··unm W nm V nmun,m+lw n,m+lv n,m+l) 

m, est le nombre total de nreuds structures par super element. La matrice [T] est 
construite a partir de Ia matrice du systeme [7] qui est d'abord inversee, puis 
reorganisee pour respecter l'ordre des degres de libertes et ensuite eclatee pour tenir 
compte des trois composantes u, w, v. 

La demiere etape est, eventuellement, !'assemblage sur les super elements pour 
avoir les matrices de rigidite et de masse globales de Ia structure complete. 

Le probleme aux valeurs propres, pour un mouvement harmonique de pulsation 
ro, s'obtient en ecrivant I' equation de mouvement des vibrations libres de Ia coque : 

[20] 

dans laquelle [Ksnl, [Msl et { ds} sont maintenant, respectivement les matrices de 
rigidite, de masse et le vecteur des degres de liberte de Ia structure entiere. 

4. Resultats numeriques 

Dans cette section, I' element B-spline "COREBS" (COques de REvolution par 
les B-Splines) presente ci-dessus est teste a travers l'analyse vibratoire des quatre 
cas tests qui reviennent le plus dans la litterature. Ces exemples de validation sont 
representatifs de geometrie de courbure variable: un cylindre (courbure gaussienne 
nulle) encastre a sa base, un cylindre doublement encastre, une hemisphere 
(courbure gaussienne positive) encastree a sa base et une hyperboloide de revolution 
(courbure gaussienne negative) encastree. Les resultats obtenus sont compares aux 
resultats analytiques, experimentaux et numeriques trouves dans Ia litterature. Tous 
les calculs sont effectues en simple precision. 

4.1. Reservoir cylindrique encastre a sa base 

Le cylindre encastre a sa base est un cas test utilise par plusieurs chercheurs 
[soE 80, Bm89, Tou 87, LUA 89, Gou 85, sEN 74]. Cependant, les donnees geometriques 
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et marerielles ne sont pas toujours les memes. Nous avons choisi de nous referer a 
l'element de haute precision du type B-spline [LUA 89]. Cet element utilise les trois 
deplacements curvilignes et leurs derives jusqu'a l'ordre 2 comme degres de liberte 
pour aboutir a 9 ddls par nreud. La geometrie et les caracreristiques materielles du 
cylindre sont presentees dans Ia figure 4. Nos resultats sont compares a ceux de [LUA 

89] et a ceux obtenus par un element du type Hermite, COQX, existant dans le code 
MEF [FRA 91]. 

Les resultats d'analyse, en utilisant 6 et 18 elements sont presentes dans le 
tableau 1 pour les trois premiers modes meridiens et les 9 premiers modes 
circonferenciels. Le calcul par 6 elements correspond a un meme nombre d'elements 
mais a un nombre total de degres de liberte plus petit que celui utilise en [LUA 89] et 
du meme ordre que celui obtenu par l'element COQX [FRA 91]. L'erreur relative 
maximale, par rapport a (LUA 89], obtenue pour notre element est de 1,08% alors que 
celle pour l'element COQX [FRA 91] est de 12,58%. En d'autres termes, pour un 
nombre de ddls inferieur a celui des autres elements, notre element reste performant 
et pour le meme nombre de degres de liberte que l'element COQX [FRA 91], notre 
element est plus precis. 

Jc: 203,2 mm )I-I 
E=2,069. Hfl N/nf. ; v =0,3 ; p =7868 kg/n{3 

Figure 4. Cylindre encastre a sa base 

Le calcul par 18 elements correspond au meme nombre de degres de liberte que 
[LUA 89]. L'erreur maximale, par rapport a [LUA 89], obtenue par le present element 
est de 0,16% alors que celle par l'etement COQX [FRA 91] est de 1,48%. Nous 
pouvons done conclure que le present element est aussi performant que I' element de 
haute precision [LUA 89] pour ce cas test 

Pour plus de verification, les resultats du tableau 1 sont reportes sur Ia figure 5. 
Sur cette derniere, nous notons que nos resultats collent a ceux de LUAH [LUA 89] 
meme pour les modes meridiens eleves. 

Enfin, Ia convergence de notre element et celle de l'element COQX [FRA 91], 
pour Ia plus basse frequence Fmn=F14=485,2 Hz sont montrees en figure 6. Nous 
remarquons que le present element converge plus rapidement vers Ia solution : avec 
6 elements il est a 0,55 % de Ia valeur de reference. 
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Figure 5. Fr~quences propres d'un cylindre encastr~ a sa base 
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Figure 6. Convergence de F mn = F 14 

4.2. Reservoir cylindrique encastre aux deux extremites 

10 

Le double encastrement du reservoir cylindrique est peu etudie. SOEDEL 
[soB 80] propose une formule analytique approchee pour divers types de conditions 
limites d'un cylindre circulaire. Nous avons utilise sa formule pour calculer les 
frequences propres du cylindre encastre aux deux extremites ; ces valeurs seront 
prises comme references pour Ia suite. 
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k 152,4mm .1 
E=2,06. HflN/m2 ; v =0,3 ; p = 7850 kg/m 3 

Figure 7. Cylindre encastre aux deux extremites 

Les frequences propres pour les trois premiers modes soot presentees dans le 
tableau 2 et repartees sur Ia figure 8. Les resultats obtenus par le present element 
confinnent ceux de JEAN [JEA 85] et surtout le fait que Ia forrnule de SOEDEL 
[soE 80] surestime les trequences propres des premiers modes circonferenciels. 
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0 
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Figure 8. Frequences propres d'un cylindre encastre aux deux extremites 

Notons que les resultats de JEAN [rnA 85], obtenus avec 80 elements du type 
Hermite (identique a I' element COQX [FRA 91]), ont ete retrouves avec, uniquement, 
25 elements du type presente ci-dessus ; ce qui represente un gain de 75 ddls. 
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La figure 9 confirme Ia rapidite de convergence du present element ; avec 10 
elements il est a moins de 5% de la solution alors que l'element de JEAN [JEA 85] est 
a plus de 16%. 

LUAH COREBS Err COQX Err COREBS Err COQX Err 
6 elets 6 elets (%) 6 elets (%) 18 elets (%) 18 elets (%) 

n m 63 ddls 27 ddls 28 ddls 63 ddls 76 ddls 
(WA89] [present] (FRA 91] 

0 1 3506 3505,9 -0 3516,2 0,29 3505,8 -0 3507,3 0,04 
2 5479 5504,4 0,46 5509,5 0,56 5479,3 -0 5482,1 0,06 
3 7953 7955,2 O,Q3 7983,9 0,39 7963,3 0,13 7961,2 0,10 
4 8017 8018,1 0,01 8061,8 0,56 8035,3 0,23 8024,7 0,10 

1 1 2032 2039,7 0,38 2041,1 0,45 2031,8 - O,Ql 2032,7 O,Q3 
2 5412 5411,7 -0 5488,2 1,41 5411,5 - O,Ql 5420,8 0,16 
3 6943 6959,6 0,24 7013,4 1,01 6943,0 0 6951,3 0,12 

2 1 980,8 987,56 0,69 993,32 1,28 980,95 O,Ql 981,94 0,02 
2 3396 3408,3 0,36 3483,5 2,58 3396,5 O,Ql 3406,3 0,30 
3 5718 5733,0 0,26 5925,8 3,63 5719,1 O,Q2 5743,9 0,45 

3 1 562,6 566,69 0,73 577,15 2,59 563,09 0,09 564,22 0,29 
2 2228 2246,0 0,81 2320,1 4,13 2228,9 0,04 2238,5 0,47 
3 4310 4334,7 0,57 4571,1 6,06 4311,1 O,Q2 4341,5 0,73 

4 1 485,2 487,87 0,55 497,93 2,62 485,90 0,14 487,42 0,46 
2 1587 1603,1 1,01 1682,8 6,04 1588,2 O,Q7 1597,8 0,68 
3 3278 3308,2 0,92 3561,9 8,66 3280,0 0,06 3312,3 1,05 

5 1 619,8 622,08 0,37 629,28 1,53 620,44 O,Q2 622,70 0,47 
2 1287 1299,0 0,93 1379,9 7,22 1288,4 0,11 1297,8 0,84 
3 2605 2633,1 1,08 2894,1 11,10 2606,7 0,06 2638,9 1,30 

6 1 861,6 864,01 0,28 869,88 0,96 862,08 0,05 865,42 0,44 
2 1251 1260,0 0,72 1331,4 6,43 1253,0 0,16 1261,7 0,85 
3 2229 2252,6 1,06 2509,4 ~2,58 2231,2 0,10 2261,9 1,48 

7 1 1168 1170,9 0,25 1176,9 0,76 1168,6 0,05 1173,2 0,44 
2 1413 1419,8 0,48 1476,4 4,49 1414,6 0,14 1423,0 0,71 
3 2108 2127,5 0,92 2363,3 12,11 2111,1 0,15 2138,9 1,47 

8 1 1528 1531,3 0,22 1538,2 0,67 1528,5 O,Q3 1534,6 0,43 
2 1704 1709,8 0,34 1753,9 2,93 1705,2 O,Q7 1713,9 0,58 
3 2201 2216,8 0,72 2418,5 9,88 2203,9 0,13 2228,2 1,24 

Tableau 1. Frequences propres (en Hz) d'un cylindre encastre a sa base 
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Figure 9. Convergence de Fmn = F36 

(SOE 80] [lEA 85] COREBS 
n m (fonnule so elets 2s elets 

approchee) ( 324 ddls) (249 ddls) 

2 1 2772,073 1920,2 1922,3 
2 5251,236 3913,5 3914,3 
3 6997,411 5861,5 5860,0 

4 1 880,185 764,62 765,9 
2 2088,134 1757,5 1759,4 
3 3441,769 2930,6 2932,0 

6 1 568,293 533,59 533,85 
2 1120,601 1023,3 1024,1 
3 1914,931 1726,1 1727,0 

8 1 741,975 717,33 717,33 
2 951,680 909,13 909,11 
3 1368,664 1289,1 1288,7 

10 1 1104,267 1080,7 1080,7 
2 1189,133 1158,2 1158,2 
3 1382,992 1337,6 1337,0 

12 1 1572,615 1549,1 1549,1 
2 1619,945 1591,2 1591,2 
3 1720,520 1684,3 1683,9 

14 1 2131,815 2108,1 2108,1 
2 2166,822 2138,2 2138,2 
3 2232,557 2198,4 2198,3 

16 1 2778,639 2754,7 2754,8 
2 2809,025 2780,1 2780,2 
3 2860,997 2827,0 2827,0 

Tableau 2. Frequences propres d'un cylindre encastree aux deux extremites 
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4.3. Hemisphere encastree 

Ce cas test est aussi largement utilise dans Ia litterature [KUN 88, ALT 86, LUA 89, 
BAT 92, sEN74]. Les dimensions et les proprietes de !'hemisphere sont montrees sur Ia 
figure 10. 

E=2. 1011 N I m ; v = 0,3 ; p = 8000 kg I m3 

Figure 10. Hbnisphere encastree d Ia base 
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Figure 11. Parametres defrequence d'une hbnisphere encastree 
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Les frequences propres calculees avec le present element sont comparees aux 
resultats exacts de KUNIEDA (KUN 88] et numeriques de ALTMAN [ ALT 86] obtenus 
par un element fini mixte curviligne en 2D, de LUAH [LUA 89] par un element fini 
B-spline de haute precision, et de BATOZ [BAT 92] a l'aide de !'element mixte avec 
cisaillement transversal CAXI_L. Ces differents resultats sont recapitules dans le 
tableau 3, en termes d'un parametre de frequence A definie par: 

[21] 

ou 
a, p, E et co, sont respectivement le rayon de !'hemisphere, sa masse volumique, son 
module d'Young, et sa pulsation propre en rad/s. 

n m 1 2 3 4 5 6 

0 KUNIEDA [KUN 88] 0,760 0,938 0,984 1,020 1,071 1,144 
ALTMAN [ALT86] 0,760 0,938 - - - -

LUAH [LUA 89], 63ddls 0,762 0,938 0,984 1,021 1,071 1,146 
BATOZ [BAT 92], 100ddls 0,760 0,935 0,978 1,011 1,063 1,150 
COREBS [present]63 ddls 0,761 0,938 0,984 1,020 1,071 1,145 

1 ALTMAN [ALT 86] 0,566 0,892 - - - -
LUAH [LUA 89], 63ddls 0,568 0,894 0,966 1,002 1,044 1,106 
BATOZ [BAT 92], 100ddls 0,568 0,894 0,968 1,005 1,052 1,127 
COREBS [present] 63 ddls 0,568 0,893 0,966 1,002 1,044 1,105 

2 ALTMAN [ALT86] 0,902 - - - - -
LUAH [LUA 89], 63ddls 0,901 0,966 0,998 1,031 1,079 1,153 
BATOZ [BAT 92], 100ddls 0,904 0,971 1,003 1,038 1,095 1,188 
COREBS [present] 63 ddls 0,901 0,966 0,998 1,031 1,079 1,152 

3 LUAH [LUA 89],63ddls 0,948 0,990 1,024 1,066 1,123 1,207 
BATOZ [BAT921l00ddls 0,951 0,998 1,032 1,076 1,140 1,246 
COREBS [present]63 ddl 0,948 0,990 1,024 1,066 1,123 1,207 

4 LUAH [LUA 89], 63ddls 0,969 1,005 1,045 1,095 1,165 1,264 
BATOZ [BAT921100ddls 0,974 1,015 1,054 1,107 1,184 1,307 
COREBS [present]63 ddll 0,969 1,005 1,045 1,095 1,165 1,265 

5 LUAH [LUA 89], 63ddls 0,985 1,021 1,066 1,126 1,211 1,327 
BATOZ [BAT921100ddls 0,990 1,030 1,076 1,141 1,231 1,373 
COREBS [present] 63 ddh 0,985 1,021 1,066 1,127 1,211 1,328 

Tableau 3. Parametre defrequence A. =V(p!E)aro d'une hemisphere encastree 
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Les calculs sont effectues avec 18 elements pour avoir le meme nombre de ddls 
que LUAH [LUA 89] (6 elements). BATOZ [BAT 92] a utilise 24 elements (plus de 
ddls). 

Les resultats du tableau 3 sont aussi reportes sur Ia figure 11 sur laquelle on note 
la tres bonne performance du present element. En effet, nous retrouvons exactement 
les resultats de LUAH [LUA 89] pour tous les modes calcules. 

4.4. Hyperboloide de revolution encastree a sa base 

Plusieurs chercheurs ont etudie ce cas test [u 90, HEP 92, LUA 89, oou 85, SEN 74, 
CAR 69]. La geometrie de 1a coque est montree sur Ia figure 12. Les proprietes 
geometriques et physiques utilisees sont Ies suivantes : 

a=63,906 m ; d=82,194 m ; L=100,787 m ; t=127 mm 

E=2,069 1011 MNtm2 ; v=0,15 ; p=2405 Kgtm3 

Figure 12. Hyperboloide de revolution encastree ala base 

Les resultats avec Ie present element ainsi que ceux par le code MEF [FRA 91] et 
ceux de LUAH [LUA 89] et CARTER [cAR 69] sont resumes dans le tableau 4. Les 
valeurs de CARTER [CAR 69], presentees dans [LUA 89] sont obtenus par une 
methode d'integration numerique. Elles ont ete retenues comme references aux­
quelles sont compares Ies resultats des differents elements finis. 
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L'erreur relative maximale des valeurs de LUAH [LUA 89] sur tous les modes 
calcules est de 0,25% alors que, pour le meme nombre total de ddls, nous obtenons 
0,90%. Le meme nombre d'elements COQX [FRA 91] ont ete utilises et l'erreur 
relative maximale observee est de 4,99%. Ces resultats montrent, encore une fois, le 
tres bon comportement du present element meme pour une discretisation non 
uniforme de Ia goometrie de Ia coque. 

5. Conclusion 

CARTER LUAH Erreur COREBS Erreur MEF Erreur 
[CAR69) [LUA89) [present] [FRA91) 

n m Reference 6eiets (%) 18 eiets (%) 18 elets (%) 
63 ddls 63 ddls 76ddls 

0 1 - 6,2305 0 6,2310 0,01 6,2316 O,D2 
2 7,7494 7,7493 -0 7,7514 O,Q3 7,7528 0,04 
3 11,4167 11,4114 -0,05 11,4170 -0 11,4350 0,16 
4 11,9023 11,9114 0,08 11,4900 0,32 11,9620 0,50 

1 1 3,2884 3,2887 0,01 3,2889 O,Ql 3,2909 0,08 
2 6,7905 6,7909 0,01 6,7917 O,Q2 6,8052 0,22 
3 10,5207 10,5182 -0,02 10,5200 O,Ql 10,5470 0,25 

2 1 1,7654 1,7659 0,03 1,7652 0,01 1,7697 0,24 
2 3,6931 3,6885 -0,12 3,6888 0,12 3,7055 0,34 
3 6,9562 6,9536 -0,04 6,9593 0,04 7,0093 1,44 

3 1 1,3749 1,3756 0,05 1,3749 0 1,3827 0,57 
2 1,9904 1,9932 0,14 1,9918 O,Q7 2,0090 0,93 
3 4,3254 4,3363 0,25 4,3438 0,42 4,3952 1,61 

4 1 1,1808 1,1811 0,02 1,1806 O,D2 1,1924 0,98 
2 1,4475 1,4475 0 1,4459 0,11 1,4647 1,19 
3 2,7777 2,7777 0 2,7837 0,22 2,8331 1,99 

5 1 1,0348 1,0332 -0,15 1,0318 0,29 1,0452 1,01 
2 1,4293 1,4293 0 1,4345 0,36 1,4587 2,06 
3 2,0559 2,0566 0,03 2,0547 0,06 2,1025 2,27 

6 1 1,1467 1,1479 0,10 1,1463 0,03 1,1612 1,26 
2 1,3231 1,3253 0,17 1,3326 0,72 1,3566 2,53 
3 2,0141 2,0145 0,02 2,0107 0,17 2,0651 2,53 

7 1 1,3015 1,3028 0,10 1,3016 0,01 1,3177 1,24 
2 1,5134 1,5141 0,05 1,5189 0,36 1,5433 1,98 
3 1,9217 1,9230 0,07 1,9391 0,90 1,9983 3,99 

Tableau 4. Frequences propres (en Hz) d'une coque hyperbolique encastree a sa 
base 
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La fonnulation et revaluation d'un nouvel element fini axisymetrique courbe du 
type B-spline, pour l'analyse des vibrations libres des coques de revolution 
elastiques et homogenes, ont ete presentees. L'element a ete valide par le calcul des 
frequences propres de quatre cas tests largement utilises dans Ia litterature : le 
cylindre encastre a sa base, le cylindre doublement encastre, I' hemisphere encastree, 
et l'hyperboloi:de de revolution encastree a sa base. 

Les resultats obtenus ont ete compares a des resultats analytiques, experi­
mentaux, et numeriques trouves dans Ia litterature. Les perfonnances suivantes ont 
ete observees : 

-pour un meme nombre d'elements, l'element presente le moins de degres de 
liberte, tout en preservant une tres bonne precision des resultats ; 

- pour un meme nombre de degres de liberte, les resultats obtenus par cet 
element sont aussi precis que des elements de haute precision ; 

- la convergence de cet element est plus rapide que les elements classiques du 
type Hennite. 

Enfin nous precisons que cet element reproduit correctement les modes de corps 
rigides a savoir, les modes de translation et de rotation, suivant l'axe de revolution z 
pour l'harmonique n=O, et suivant l'axe r pour l'harmonique n=l. 

Ces resultats tres perfonnants nous ont encourages a continuer d'exploiter les 
atouts des B-splines, en elements finis, pour generaliser leur utilisation aux coques 
de revolution sandwichs dont le cisaillement transversal ne peut etre neglige. Un 
element fini de ce type est en coors de developpement. D'autres applications de 
l'element a l'analyse dynamique des coques de revolution branchees sont aussi 
necessaires pour valider Ia discretisation en super elements non verifiee dans ce 
present travail. 
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