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REsUMf:.. Cet article prt!sente de nouveaux algorithmes d'integralion de lois de comportement 
elastoplastique en vue d'une utilisation dans un code de calcul des structures. Dans toutes les 
methodes presentees le pas d'integration est ajuste dynamiquement de maniere a obtenir Ia 
precision souhaitee a moindre cout. Une technique originale d'ajustement du pas et de 
prolongement de Ia solution dans le cas d'une methode de type Runge-Kutta d'ordre qualre 
est proposee dans ce travail. Les schemas presentes n'exigenl aucune forme de correction 
des contraintes pour eviler un depassement du critere de plasticite. Afin d'ameliorer Ia 
convergence des algorithmes de resolution des equations d'equilibre, on propose une 
expression du module tangent consistant avec l'algorithme d'intt?gration. Plusieurs exemples 
permettenl de comparer les methodes proposees avec les methodes existantes. 

ABSTRACT. This paper presents some new integration algorithms for integration of 
elastoplastic constitutive laws. These algorithms are designed for use in finite element codes. 
In all methods presented the error is controlled by adjusting the size of each substep 
automatically. An original technique of adjusting the stepsize and extending the solution in 
case of using a fourth order Runge-Kutta method is proposed. Neither of the algorithms 
requires any form of stress correction to avoid drift from the yield surface. To preserve the 
quadratic convergence of the iterative Newton-Raphson schemes, an expression of tangent 
moduli consistent with the integration algorithm is developed. The proposed methods are 
compared with other inlegration algorithms and are tested with several examples. 

MoTs-cLf:.s: elemenls finis, conlrole de pas, Runge-Kutta, rigidite consist ante. 
KEY WORDS :finite elements, stepsize conlrol, Runge-Kutta, consistenl modulus. 

1. Introduction 

Les algorithmes de resolution utilises dans Ia modelisation du comportement 
non-lineaire des solides sont en general constitues d'une premiere boucle sur les pas 
de chargement, qui pcut etre vue comme une prediction de Ia configuration 
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d'equilibre, a l'interieur de laquelle une deuxicme boucle d'iterations ameliore le 
residu d'equilibre. Dans cette demiere, on est amene a utiliser des lois de 
comportement qui relient le taux de contraintes au taux de deformations. En 
elastoplasticite ces lois sont le plus souvent des relations differentielles de Ia forme: 

[1] 

ou cr est le tenseur des contraintes, E le tenseur des deformations, K un parametre 
d'ecrouissage et oep Ia matrice tangente elastoplastique. Les derivations sont 
effectuees par rapport a un parametre de chargement note t (pseudo-temps), 
definissant !'evolution du chargement ou des deplacements imposes a Ia structure. 

A chaque iteration on doit calculer les contraintes a Ia fin du pas de chargement 
.1t, correspondant a un accroissement de deformation estime sur le pas. Cela peut 
etre realise en integrant !'equation [I] sur le pas .1t tout entier ce qui s'avere souvent 
tres couteux du fait qu'on est amene alors a utiliser des pas de chargement tres petits. 
Pour atteindre une precision d'integration suffisante on peut egalement subdiviser le 
pas de chargement en sous-pas sur lesquels on integre !'equation [1]. On peut ainsi 
utiliser des pas de chargement relativement grands, et done diminuer le cout des 
calcu1s tout en conservant une bonne precision. La subdivision du pas de 
chargement peut etre faite de differentes manieres, mais pour respecter les non­
linearites rencontrees au cours de l'integration, il est souhaitab1e qu'elle s'adapte a 
ces non-1inCarites pour conduire a une erreur constante au cours du chargemenL 

Dans ce travail on presente quelques algorithmes d'integration bases sur des 
methodes d'Euler, de Runge-Kutta, ou d'extrapolation. On propose aussi un 
algorithme, qui constitue une generalisation originale de l'une des methodes de 
Runge-Kutta, qui permet d'ajustcr Ia taille des sous-pas et de prolonger Ia solution. 

Le caractere auto-adaptatif des schemas presentes permet d'eviter tout 
depassement du critcre de plasticite; [SLO 87] et [POL 89]. Les corrections des 
contraintes utilisees habituellement dans les methodes a pas constant soot alors 
inutiles. 

L'utilisation de Ia matrice tangente elastoplastique DeP, dite module tangent 
continu, introduit des erreurs supplementaires dans le processus de Newton-Raphson 
utilise pour resoudre les equations d'equilibre [SIM 85], nous proposons done un 
module tangent consistant avec l'algorithme d'integration, c'est a dire obtenu par 
linearisation de l'algorithme utilise pour !'integration des equations differentielles 
elastoplastiques. Plusieurs exemples sont traites pour comparer Ia performance des 
differentes methodes et valider l'algorithme propose. 

2. Formulation des relations elastoplastiques 

En utilisant les notations standards de l'elastoplasticite, le tenseur taux de 
deformations se decompose en deux parties, elastique et plastique, de Ia maniere 
suivante: 

[2] 

ou Ia partie elastique est liee au tenseur des contraintes par Ia loi de Hooke 
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et oil Ia dcfonnation plastique se produit seulement lorsque le critere de plasticite 
s'annule 

La loi de nonnalite s'ecrit 

f(cr, R, X)= 0 

. · aF -a=A.-
ax 

_ i> = i aF 
aR 

[4] 

[5] 

oil F(cr, R, X) est le potentiel d'ecoulement, p et a sont respectivement les 

variables duales de Ret de X, et i est le multiplicateur plastique qui est toujours 
positif. Dans le cas d'une loi associee on a 

Pendant l'ecoulement on a 

F(cr, R, X)= f(cr, R, X) 

f(cr, R, X)= 0 

f(cr, R, X)= 0 

Les relations precectentes donnent alors 

oil r et X sont des donnees experimentales veriflant 

R = r (p) et X = X (a) 

[6] 

[7] 

[8] 

En utilisant !'expression [8] de i dans [5], ct en tenant compte des relations [2], [3] 
et [5] on obtient: 
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ou 

a= A(cr , p, a) E 

p = P(cr , p , a)£ 

De oF ofT De 
DP = dO' ocr 

arT DeaF+~ ar aF ~T k aF 
acr acr aR ap aR ax aa ax 

~~TDe 
A=_ ax acr 

arT DeaF+~~ aF ~T k aF 
acr acr aR ap aR ax aa ax 

oF afT De 
P=- --------~a~R~a~cr~----------

~T De oF + ~ dr oF ~T k oF 
acr acr aR ap aR ax aa ax 

[9] 

Pour chaque iteration d'equilibre on doit calculer les contraintes a Ia fin du pas de 
chargement qui correspondent a un accroissement de deformation donne, les 
contraintes au debut du pas etant connues. On est done amene a integrer le systeme 
[9] d'equations differentielles ordinaires. Dans Ia partie suivante, on presente 
quelques unes des methodes les plus utilisecs a cette fin. 

3. Presentation de quelques methodes d'integration d'equations 
differentielles ordinaires 

On presente ici quelques methodes d'integration d'un systeme d'equations 
diffcrentiellcs ordinaires 

y = f(y , t) t E [T, T+~n [10] 

y(T) = y0 connue 

Pour toutes ces methodes, l'intcgration se fait sur des sous-pas h0, hi> ... de taille 
variable qui s'adaptc automatiquement aux non-linearitcs rencontrees. On se propose 
done de rcsoudre l'equation [10] sur un sous-pas h et on suppose que Yn· estimation 
de Ia solution a l'instant to, est connue, l'estimation de Ia solution a l'instant 
ln+ 1 = tn+h ctant notce Yn+l· 
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3.1. Methode d'Euler semi-implicite 

Ellc est definie pour e choisi dans [0 , 1] par: 

Yn+l = Yn + h fn+9 [11] 

ou 

Cettc methode est illustree par Ia figure 1. Si e = 0, il s'agit de Ia methode d'Euler 
explicite. Lorsque 9 est non nul cette methode necessite des iterations de Ncwton­
Raphson. La methode semi-implicite (0 < 9 < 1) presente les meilleures conditions 
de stabilite pour e = 0.5. Dans ce cas elle est d'ordre deux et on peut estimer Ia taille 
du prochain sous-pas 11p par Ia relation suivante [ELM 89]: 

hp = h min (S V E , 2) 
ereul 

[12] 

s = 0.9 

ou E est Ia precision rcquise et ereul, estimation de l'erreur de troncature, est donnee 
par: 

h3 .. 
ereul = y(Ln+ 1)- Yn+l =-- f (tn , Yn) 

12 

Cettc methode est not.Ce (euler). 

y 

Yn+l 

Yn ~--------L----------~ 
Ln + Sh 

Ln+h 

Figure 1. Methode d'Euler semi-implicite 

[13] 
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3.2. Methodes de Runge-Kutta 

3.2.1. Methode de Runge-Kuua classique 

On cstime f en tn, tn+ h., et tn+l = tn+h ou h est Ia taille du sous-pas 
2 

d'integration (voir figure 2) 

et 

On a 
5 

Yn+l = y( ln+l) + O(h ) 

ou on a suppose Yn = y(t,J. Cette methode d'ordre quatre est notee (rk4c). 

y 

Yn~----------------~----------------~ 

Figure 2. Pour (rk4c), fest estimee quatre fois: une fois au debut 
du pas. deuxfois au milieu et unefois d La fin et Yn+l est calculee d 
partir de ces estimations 

[14] 

[15] 
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3.2.2. Une autre methode de Runge-Kutta d'ordre quatre 

On estime fen t,, t, +h., t, + 2 h. et 1,+1 = t, + h 
3 3 

et 

On a 
5 

Yn+l = y(t,+l) + O(h ) 

[16] 

[17] 

Cette methode d'ordre quatre est notee (rk4nc) pour 1a distinguer de Ia methode de 
Runge-Kutta classique. Les methodes de Runge-Kutta presentees sont explicites et 
stables; [CRO 84] et [BUT 87]. 

3.2.3. Controle de pas dans les methodes de Runge-Kutta. 

Pour contr6ler Ia taille des sous-pas dans les methodes de Runge-Kutta d'ordre 
quatre, on utilise tres souvent Ia technique du pas double. Chaque sous-pas est 
considere deux fois, tout d'abord comme un sous-pas de taille 2h, et puis comme 
deux demi-sous-pas de taille h; (figure 3). Soit y1 Ia solution obtenue pour un 
sous-pas de longueur 2h, on a 

5 6 
y(t,+2h) = y1 + (2h) cp + O(h ) [18] 

et soit y2 Ia solution obtenue en deux sous-pas chacun de longueur h, on a 

5 6 
y(t,+2h) = y2 + 2h cp + O(h ) [19] 

ou le facteur cp est proportionnel a y<
5
> supposee constante sur toutle sous-pas de 

longueur 2h. La difference: 
5 6 

~ = Y2- Y1 = 30 h cp + O(h ) [20] 

est une bonne estimation de l'erreur de troncature. Si on effectue un pas h et qu'on 
obtient par Ia technique decrite plus haut une estimation de l'errcur ~. le pas h0 qui 
aurait donne Ia precision souhaitee e est calcule d'apres [20] par Ia relation: 
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• 

ho = s h (_.f._ Y0
"
20 

I td-
s = 0.9 

• 

• 

pas entier 

deux demi-pas 

Figure 3. Le controle de Ia taille des pas dans (rk4c): Les points ou 
f est evaluee sont designes par des cercles pleins, le cercle creux 
veut dire que /'on reutilise Ia valeur de f calculee au debut du pas 
entier (juste au-dessus). Le nombre des evaluations de fest done 11 
par pas. La comparaison des solutions donnees par le pas entier et 
les deux demi-pas permet de predire /e pas prochain ou de reduire 
le pas en cours. 

3.2.4. Methode de Runge-Kutta generalisee 

[21] 

Le controle de Ia taille des sous-pas utilise dans les methodes de Runge-Kutta est 
assez couteux; il necessite 11 estimations du second membre par sous-pas (figure 3). 
Nous proposons done, en collaboration avec 0. DEBORDES*, une generalisation 
originate de l'une des methodes de Runge-Kutta presentees. Le controle de pas peut 
alors etre effectue sans estimations supplementaires du second membre. Nous 
approchons r sur [t,, t,+d par une fonction r, ce qui permet d'approcher y par y, Ia 

primitive de r. et d'avoir ainsi une estimation de l'erreur de troncature pour le 
controle de Ia taille des sous-pas. _ 

Soient k~o k2, k3 et k4 les estimations de f donnees par [16], l'approximation f 
de r sur [t,, t,+1]. est le polynome d'interpolation de Lagrange defini par: 

-
r (t,) = kt 

[22] 

* IMT, Marseilles, France 
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-
On montrc (Annexe) que f verifie sur [t,, t,+tlla relation suivante: 

- 3 
f(t) = f(t , y(t)) + O(h ) 

Et si on pose 8 = t - ln, alors f s'ecrit en fonction de 8 
h 

ou 

Posons 

on a 

- - - 2 - -
f(t) = p(8) = a2 8 +a, 8 + ao 

ll2 = 1 (2k, - 3k2 + k4) 
2 

a-, = .1 <s<k, - k2) - k3 + k4) 
4 

ao = k, 

9 ft 
q(8) = Y n + I hp(~) d~ = Yn + In f('t) d't 

ce qui donne pour 8 =I; (voir Annexe): 

[23] 

[24] 

[25] 

[26] 

ou on retrouve !'estimation de Ia solution donnee par (rk4nc), (relation (} 7]). Grace a 
Ia relation [27], une estimation de l'erreur de !'approximation de f par f en t,+h est 
obtenue par: 

e(I) = p(l)- f(tn+h,q(l)) = p(l)- f(t.,+h,y(t.,+h)) + O(h
5

) [28] 

Description de /'algorithme propose 

On peut utiliser Ia methode presentee de Ia fa~on suivante: 

I. On se donne h, eventuellement fonction d'informations du pas precedent 
2. On calcule les estimations de f comme dans [I6] 
3. On calcule p(I) et q(I) 
4. On calcule e(l), estimation de l'erreur surf en t,+h, comme dans [28] 

L'e"eur sur y est alors donnee par: 
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err= h e(1) 
4 

5. So it e la precision requise, si 

I err 1- > e 

reduire la taille du sous-pas en utilisant laformule suivante 

ho = s h II ~L0.25 
s = 0.9 

et aller en 1 avec h = h0 

6. Mettre a jour la solution 

ln+I = I,+ h, Yn+l = q(1) 

7. Aller au sous-pas suivant dont la taille est obtenue d'apres la relation 

hI = S h I err ~-0.25 
e -

[29] 

[30] 

[31] 

[32] 

[33] 

On remarque que le cofit de l'estimation de l'erreur dans le schema propose est 
nul. En effet, l'estimation de f dans Ia relation [30] est utilisee au debut du prochain 
sous-pas. Par ailleurs, il est possible de pro longer Ia solution a t,+9nh, en~ 1, dans 
le cas oil ceue solution reste admissible sur [I,, t,+9nhl au sens dee, on a alors 

[34] 

ou 
[35] 

Exemple 

On va montrer sur un exemple simple le caractere auto-adaptatif de Ia methode 
presentee. On se propose d'integrcr !'equation diffcrcntielle suivante: 

y = f(t , y) = { 1t cos(1tt) si 0 ~ t ~ 0.25 ou 0. 75 ~ t ~ 1 
0 sinon 

t E [0 , 1] 

y (0) = 0 
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La solution analytique de cette equation est donnee par: 

y (t) = { sin(7tt) si 0 $; t $; 0.25 ou 0.75 $; t $; 1 
0.75 sinon 

La figure 4 montre comment varie le pas au voisinage des discontinuites de 
pente. On voit aussi que Ia solution donnee par (rkg) et Ia solution analytique 
co"incident sur l'intervalle d'integration. 

0,8 .-----------------------, 

y 

0,6 

0,4 

0,2 

~~ 

I 

I 
I 

anal I 
rkg 

0,0~-------~--------~------~--------~------~ 

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 

Figure 4. Auto-adaptation des pas enfonction des discontinuites de pente 

3.2.5. Methodes de Runge-Kutta emboitees [DOR 80] 

Pour contr6lcr Ia taille des sous-pas, on utilise souvent deux methodes de 
Runge-Kutta, l'une d'ordre p qui donne Ia solution Yn+l> etl'autre d'ordre p+ I qui 

donne Yn+I· On pose 

Do= Yn+l- Yn+l [36] 

alors D. est une bonne approximation de l'erreur de troncature faite sur Yn+I> etle 
controle de Ia taille des sous-pas se fait alors, pour p = 4, par Ia formule: 

II ~-o zo ho = S h ~ ~ _ · [37] 

ou h et D. correspondent au pas precedent et h0 est Ia taille du sous-pas predite pour 
satisfaire Ia precision f. 
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Une methode de ce type est sou vent donnee par le tableau 1, et les relations 

k; = r (l.n +C; h , Yn + h L a;j kj) 
j 

Yn+l = Yn + h L bj kj 
j 

Yn+l = Yn + h L bj kj 
j 

C; ll;j 

Yn+l 

Yn+l 

Tableau 1. Methodes de Runge-Kutta emboftees 

Le tableau 2 presente une des meilleures methodes de cette classe (notee dopriS). 

0 
l 1 
5 5 
.]_ .]_ ...2... 
10 40 40 
4. 44 56. 
5 45 IS 
.8. 19372 25360 64448 -212 
9 6561 2187 6561 729 

9017 - 355 46732 49 - 5103 
3168 33 5247 176 18656 
.Ji.. 0 _500_ ill _ll81. ll 

Yn+l .Ji.. 0 _500_ ill _ll81. ll 0 

Yn+l 5179 0 7571 393 92097 184 _L 
57600 16695 640 339200 2100 40 

Tableau 2. Methodes de Runge-Kutta emboltees (de Dormand et Prince) 

2.3. Methode du point milieu modifiee 

Pour integrer le systeme d'equations 

y = f(y , l), lE lln, ln+d 

y(tn) = Yn connue 

cette methode utilise m sous-pas de taille 1\n =.h.. Ellc s'exprime com me suit: 
m 

Zo = Yn 

[38] 
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Zj +I = Zi -I + 2hm f(t,+ih , Zj) i = 1, 2, ... , m-1 

[39] 

L'interet de Ia methode vient du fait que l'erreur de troncature de [39] est exprimee 
par une serie en hm qui ne contient que des puissances paires 

y::'+! - y(t,+h) = L. ai h~ 
i=l 

Cette propriete est exploitee dans Ia partie suivante. 

2.4. Methodes d'extrapolation 

[40] 

Trois idees sont a Ia base des methodes d'extrapolation. On considere Ia solution 
[39] obtenue par Ia methode du point milieu modifiee comme une fonction de hm: 
pour hm = 0 (m infini) on aurait obtenu Ia solution exacte a !'instant t,+h, done pour 
approcher cette valeur, on calcule les solutions y~1 obtenues pour differents entiers 
m, et on utilise une extrapolation de Richardson vers hm = 0, (figure 5). Enfin, Ia 

propriete [40] pcrmet d'utiliser h~ au lieu de hm dans cette extrapolation [STO 80]. 

y 

~ 

Yn 

Figure 5. Methode d'extrapolation 

Y~+t 

Y~+t 

Y~+t 
Yn+l 

extrapolation correspondant 
a une infinite de pas 

t,+h 
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2.4.1. Methode de Bulirsch-Stoer 

Cette methode (notee (bs)), utilise Ia technique decrite ci-dessus en choisissant m 
dans Ia suite 

m = 2,6,4,8,12,16,24,32,48,64,96 (nj = 2 nj-1) [41] 

A priori on ne sail pas jusqu'ou on va aller dans Ia suite [41]; apres chaque essai 
correspondant a une des valeurs precCdentes de m on extrapole vers l'infini, ce qui 
foumit une solution extrapolee et une estimation de l'erreur com mise. Si l'erreur est 
plus grande que l'erreur admissible, on refait Ies memes calculs avec Ia valeur 
suivante de m dans Ia suite [41]. Dans le cas contraire on passe au pas suivant et on 
recommence avec m = 2. Si aucun entier de Ia suite [41] ne donne Ia solution avec 
Ia precision demandee, on diminue Ia lallle liu pas et on recommence a partir de m = 
2. Le choix de Ia suite [41] permet de reutiliser, pour chaque m dans cette suite, Ies 
estimations du second membre calculees auparavant (voir [39]). 

2.4.2. Methode d'extrapolation 

Dans cette methode (notec (odex)), on fait varier Ia taille du pas ainsi que l'ordre 
d'extrapolation, soit h Ia taille du pas k l'ordre d'extrapolation, forcement pair, on 
evalue Y~+l pour m = 2,4,6, ... ,k puis on extrapole pour m infini. Si l'erreur 
obtenue ne satisfait pas Ia precision demandee, on rCduit le pas, on augmente 
eventuellement l'ordre k et on recommence. Sinon on passe au pas suivant avec une 
taille de pas et un ordre predits. 

3. Application aux equations de l'elastoplasticite 

Afin de com parer les differents algorithmes presentes on effectue des tests d'une 
part au niveau d'un point d'integration et d'autre part au niveau d'une structure dont 
Ia discretisation est constituee de plusieurs elements finis. 

3.1. Calcul au niveau d'un point d'integration 

3.1.1. Materiau de Von-Mises en p/asticite parfaite 

Le critere retenu est celui de Von-Mises en plasticite parfaite (E = 20000 MPa, 
u = 0.3, R = 40 MPa) 

f(cr) = V} s:s - R ~ 0 

ou s est le deviateur de cr. La relation de comportement associee a un taux de 
deformation impose f: constant sur [0 , T] est 

v t E [0 ,T 1 a= _E._ (e - s (t):e s(t))+ E lr(E) 
1 +v s(t):s(t) 3(1-2v) 
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e etant le deviateur de e. L'etat des contraintes initial est un cisaillement pur: 

cr(O) = cro = (cr,, cry, cr,, cr,y, cryz• cr .. )= (0, 0, 0, 40 , 0, 0) 
f3 

Lc taux de deformation est un deviateur 

. - (" . . . . . ) - (1 1 1 0 0 0) E- E., Ey, E,, Exy• Eyz• Exz - , - -,- -, , , 
2 2 

Ce probleme admet une solution analytique O"exact(t), (voir [DRO 85]), et Ia mesure 
de l'erreur relative d'integration par rapport a cette solution est donnee par: 

Sup I O"exact(t ) · O"ca!cule(t) 1-
Erreur = t• [o;T) I ( ) I O"exact t -

On utilise Ia methode de Runge-Kutta generalisee pour calculer les contraintes a 
Ia fin du pas. Comme dans [BON 91], Ia non-linearite du probleme est mise en 
evidence par Ia figure 6; on calcule les contraintes pour trois precisions requises 
e = 0.1, 0.01 et 0.001, l'erreur sur cr, varie avec e et est visible sur Ia figure 6 pour 
e = 0.1, par contre cr xy coincide pratiquement avec Ia solution analytique pour les 
trois precisions. 

-20~------r-----~-------r----~~----~ 

O,Oe+O 4,0e-3 8,0e-3 1,2e-2 1,6e-2 2,0e-2 

Figure 6. Evolution des contraintes 

On voit sur Ia figure 7 qu'au debut Ia taille des sous-pas augmente, puis au 
croisement des courbes cr, et cr,y ou Ia norme I -l n'est pas differentiable, l'erreur 
atteint un maximum (figure 8). La taille des sous-pas diminue done pour s'adapter a 
cette singularite. 
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precision requise = 0.001 

4,0e-4 

2,0c-4 ·--·-·-------······-- ······················· .............. -------1"-- ................... J •••••••••••••••••••••• 

O,Oc+O -~:~-----+---~r-----+------i----!.te::;:m~m.~;:.~s~ 

O,Oc+O 4,0c-3 8,0e-3 1,2e-2 1,6c-2 2,0e-2 

Figure 7. Evolution de Ia taille des pas 

Z,Oc-4,---------------~------~--------------~ 

... 
:::1 

~ 
l,Se-4 

l,Oc-4 

S,Oc-5 ··············~························:········· ·······························--~------------------·---

O,Oc+O -G·----i-----+-----r------i----~ 

O,Oc+O 4,0e-3 8,0c-3 1,2c-2 1,6c-2 temps 2,0c-2 

Figure 8. Evolution de l'erreur 

La figure 9 montre que si Ia precision requise est corrcctement choisie, le critcre 
de plasticitc reste verifie au cours de l'int6gration. Toute correction des contraintes 
est done inutile. 

Sur Ia figure 10 on prescnte l'crrcur effective en fonction du nombre 
d'evaluations du second membre de [43]. cc qui est une bonne estimation du cout de 



Comportement elastoplastique 481 
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Figure 9. Evolution du criu!re 
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Figure 10. Erreur obtenue enfoJtction du nombre d'evaluations de Ia derivee 

Ia methode. Les courbes correspondent aux methodes presentees de type Euler et 
Runge-Kutta, et on voit que Ia methode de Runge-Kutta generalisee donne les 
meilleurs resultats surtout pour des precisions faibles (infcrieures a w-5 ) qui nous 
interesscnt dans Ia pratique. 

La figure 11 presente 1a precision obtenue par chacune des methodes en fonction 
de Ia precision demandee. Elle montre que c'est avec (rkg) que precision demandee et 
precision obtenue co"incident le mieux. 
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Figure 11. Erreur enfonction de Ia precision requise 

Les figures 12 et 13 mettcnt en evidence les risques d'instabilite qui 
accompagnent I'utilisation des methodes basees sur I' extrapolation de Richardson, et 
permettent de comparer ces methodes a (rkg). 

102 
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100 
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0) 
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co 
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10 3 log(nbrc evaluations) 10 4 

Figure 12. Erreur obtenue enfonction du nombre d'evaluations de Ia derivee 
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Figure 13. Erreur obtenue enfonction de Ia precision requise 

3.1.1. Modele de Nova 

Dans ce deuxieme exemple on considere le modele de Nova (Version 82), cas 
associe. Ce modele est utilise en mecanique des sols. L'expression de Ia loi de 
comportement et Ies caracteristiques du sol etudie sont comme dans [BAG 93]. On 
exerce sur un point de Ia matiere une compression uniforme et on se propose de 
calculer les contraintes correspondantes . Ce probleme admet une solution analytique 
[BAG. 93], et l'erreur commise en utilisant l'une des methodes presentee sera 
calculee par rapport a cette solution. La figure 14 presente les solutions analytique 
et celles obtenues par differcntes methodes pour un meme temps CPU = 0.5 s, et on 
voit que Ia solution donnee par (rkg) coincide pratiquement avec Ia solution 
analytique. En etudiant les courbes des figures 15 et 16 comme dans l'cxemple 
precedent, on voit que Ia methode de Runge-Kutta generalisee donne les meilleurs 
resultats. Et on remarque Ia encore les phenomenes d'instabilite lies a I'utilisation 
des methodes d'extrapolation. On signale que les autres methodes de type Runge­
Kutta qui ne sont pas sur ces figures donnent des resultats semblables a ceux donnes 
par (rk4nc). II en est de meme pour (odex) par rapport a (bs). 
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Figure 14. Contraintes enfonction des deformations 
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Figure 15. Erreur obtenue enfonction du temps CPU 
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Figure 16. Erreur obtenue enfonction de Ia precision requise 

3.2. Calcul au niveau d'une structure 

-3 
10 

On considere un materiau elastoplastique isotrope (Critere de Von-Mises) a 
ecrouissage isotrope lineaire. Les lois de comportement qui relient vitesses de 
contraintes et de deformations deviatoires s'ecrivent 

avec 
s = <s, Sy Sz 

et 

p=)."/T <1> y 3 

),_= GsT[P]e 
(G + £H)Q>2 

3 

s,y Syz Sxz>, et 

0 0 

0 0 

[P] = 0 0 I 

0 0 0 

0 0 0 

0 0 0 

[42] 

f = < f, fy fz fxy fyz fxz> 

0 0 0 

0 0 0 

0 0 0 
2 0 0 

0 2 0 

0 0 2 
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Le critere de Von-Mises s'ecrit: 

[43] 

oil 
k(p) = <re + Hp [44] 

estla limite elastique courante. 
A un instant t, on suppose connucs en, sn et Pn et on se donne en._ I = en+~en. 

On doit calculer 5n._1 et Pn._ 1 qui correspondent a en._ 1 eta !'instant t,._ 1= t,+~t. avec 
~t = I. On doit done intcgrer le systeme d'equations differenticlles 

oil 

s = G(~en - A.s) 

p=t..(f <I> 

A=GsT[p]~en 

(G + 2-H)$2 

3 

[45] 

[46] 

On a suppose que le taux de deformation est constant sur le pas de chargement, 
done son deviateur !'est aussi et est ega! a ~en. Si on note ~s = G(~en - /..s) et 

~p = t..{f <!>, !'utilisation de Ia methode de Runge-Kuta gcneralisec conduit a 
calculer .1s; et ~Pi· i=I,4 (voir [I6]), et Ia solution a !'instant t,._ 1 est donnee par: 

Sn._l = Sn+ 1 (Ml + 3(Mz + M3)+ M4) 
8 

PMI = Pn+ 1 (~PI+ 3(~P2 + ~p3)+ ~p4) 
8 

3.2.1. Calcul du module tangent consistant 

[47] 

L'utilisation du module tangent continu (matrice Dep qui relic cr a f: ) ralentit Ia 
convergence du schema de Newton-Raphson employe pour trouver Ia configuration 
d'equilibre. Nous proposons done d'utiliser un module tangent consistant avec 
l'algorithme d'integration; c'est a dire obtenu en dcrivantl'expression [47] de Sn._l 

par rapport a ~en. On est done amene a calculcr d(~si) , i= I ,4. D'apres [ 46] on a : 
d(~en) 



et 

Enfin on a: 

On obtient: 

et 

ou 

et 

K= E 
(1 - 2v) 

[u] = 

0 0 0 

0 0 0 

111000 
0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 
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Remarque: Pour diminuer le cofit de Ia methode on peut utiliser certaines proprietes 
Iiees au cas particulier etudie, par exemple on a 

ou on a suppose que les contraintes restent sur Ia surface d'ecoulement. On peut 
aussi utiliser des relations du type: 

avec 
S2 = S! + 1 L\s1 = S! + Q_ (L\en + A S! ) 

3 3 
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Nous avons applique l'algorithme prescnte ci-dessus et base sur Ia methode de 
Runge-Kutta generalisee (a sous-pas variables) a un probleme propose par le 
GRECO-CNRS "Grandes Deformations ct Endommagement". Ce probleme consiste 
a etudicr lc comportement en grandcs transformations d'unc poutre courtc ou epaisse 
ou de faible elancement. La figure 17 prescnte le maillage utilise; 48 elements a 8 
nocuds et 4 points d'integration, les caracteristiques mecaniques du materiau, le 
chargement (deplacement impose) et les conditions aux limites. On adopte 
l'hypothese des deformations planes et Ia derivee objective de Jaumann. L'interet du 
test est qu'il presente les principales difficultes des grandes transformations: grands 
deplacements, grandes deformations et grandes rotations. Dans le tableau suivant, on 
presente les resultats obtenus par l'algorithme propose ainsi que ceux donnes par Ia 
methode du retour radial [SIM 85]. Des rcsultats obtenus par d'autres laboratoires 
sont aussi mentionncs dans ce tableau. 

EP Ia deformation plastique &!uivalente 
Point de Code <rx cry <rxy f1' 
Gauss 

1 Reference 73.63 - 1.127 2.095 0.2484 
INSA 73.66 - 1.126 2.099 0.2487 
CEMEF 73.64 - 1.128 2.096 0.2485 
Retourrad. 73.59 - 1.120 2.114 0.2480 
rkg 73.60 - 1.131 2.086 0.2481 

2 Reference 58.18 2.663 14.82 0.1451 
INSA 58.18 2.643 14.82 0.1451 
CEMEF 58.18 2.665 14.83 0.1451 
Retour rad. 58.13 2.532 14.78 0.1453 
rkg 58.20 2.656 14.81 0.1452 

3 Reference - 75.71 - 11.68 - 13.95 0.2049 
INSA - 75.75 - 11.70 - 13.97 0.2051 
CEMEF - 75.71 - 11.68 - 13.96 0.2049 
Retour rad. - 75.68 - 11.64 - 13.95 0.2050 
rkg - 75.67 - 11.63 - 13.94 0.2049 

4 Reference 0.901 -0.366 - 0.100 0.0000 
INSA 0.889 - 0.364 - 0.099 0.0000 
CEMEF 0.898 -0.366 - 0.100 0.0000 
Retour rad. 0.900 - 0.368 -0.101 0.0000 
rkg 0.924 -0.369 - 0.101 0.0000 

5 Reference 35.46 61.15 3.610 0.0545 
INSA 35.52 61.09 3.650 0.0545 
CEMEF 35.47 6l.l0 3.602 0.0545 
Retour rad. 35.50 61.38 3.835 0.0544 
rk_g 35.38 61.49 3.695 0.0543 

Tableau 3. Resultats numeriques du test sur une structure 
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L=3mm 
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E = 20000daN/mm2 
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Figure 17. Maillage et donnees mecaniques 

On designe par (Reference) les valeurs calculees avec un tres grand nombre de pas 
de chargement (500 pas). On obtient ces memes valeurs en utilisant l'une ou l'autre 
des methodes presentees. 

On signale que 50 pas de chargement de mcme taille ont etc utilises dans le cas 
de I'algorithme propose pour obtenir Ia convergence du schema de Newton-Raphson, 
et que cela s'est fait en pres de I mn 25s de temps CPU sur une station VAX 
4000.90. La convergence a etC obtenue avec le mcme nombre de pas mais en Imn 
40s dans le cas du retour radial. Ceci devant I60 [BRA 86] et 450 [PIN 90] pas de 
chargement dans d'autres laboratoires. 

Pour les autres methodes presentees dans ce papier, Ia convergence a necessite 
encore 50 pas de chargement et en temps CPU pres de I mn 50s pour les methodes 
de type Runge-Kutta avec module tangent consistant (paragraphe 3.2.I), pres de 
2mn ISs si ce module est calcule en perturbant chaque composante de 
l'accroissement de deformation [ELM 89] et pres de 3mn pour lcs methodes 
d'extrapolation; dans ce cas il a etc difficile de trouver une expression du module 
tangent consistant. on I' a done calcule par perturbation. 

On a aussi utilise un chemin de chargement particulier (figure I9) ou le pas de 
chargement est calcule; [CRI 9I] par Ia relation 

Figure 18. Poutre deformee 

( )

2 
I opt 

.1tn+l = .1tn ~ 
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Figure 19. Evo/Uiion du chargement 

.1, etant lc pas de chargement a !'instant t,, In le nombre d'iterations necessaire pour 
l'accomplir, Ia donnee lopt est le nombre d'iterations optimal et ~n+l le pas suivant. 
Dans ce cas, avec 36 pas et pres de 1 mn en temps CPU, l'algorithme propose donne 
des resultats tres voisins de ceux obtenus plus haut (tableau 4). 

Point de Code 
Gauss 

O"x O"y O"xy EP 

1 rkg(36pas) 73.67 - 1.126 2.089 0.2487 

2 rkg(36pas) 58.17 2.640 14.83 0.1452 

3 rkg(36pas) - 75.62 - 11.65 - 14.00 0.2047 

4 rkg(36pas) 0.869 - 0.357 - 0.096 0.0000 

5 rkg(36pas) 35.50 60.85 3.553 0.0544 

Tableau 4. Resultats numeriques du test sur une structure 

4. Conclusion 

L'algorithme propose, base sur Ia methode de Runge-Kutta gencralisee, peut 
concurrencer Ia plupart des algorithmes utilises pour !'integration des equations 
differentielles elastoplastiques et notamment Ia methode du retour radial. 

La subdivision des pas de chargement en sous-pas de taille variable selon Ies 
difficultes rencontrees lors de !'integration augmente l'efficacitc des algorithmes et 
permet d'eviter tout dcpassement du critere de plasticitc. 

Les exemples etudies ici ont surtout permis de valider l'algorithme propose, car 
le champ de son application est beaucoup plus large et son efficacite apparait encore 
plus importante dans des problemes ou le calcul du second membre est tres cofiteux. 
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Son utilisation pour resoudre des equations du second ordre est tres interessante et 
dans ce cas on peut facilement voir que le cout de !'estimation de l'erreur est 
pratiquement nul meme si on prolonge Ia solution. 

Dans cet algorithme on utilise une methode d'ordre quatre et !'estimation d'erreur 
utilisee est sculement d'ordre trois. A priori on peut dire que c'est le prix de Ia 
diminution du cout de I' estimation d'erreur, mais on remarque que cela evite souvent 
Ia prediction de pas trop petits, source des erreurs d'arrondi. 

Pour des lois de comportement simples on peut calculer un module tangent 
consistant qui permet une convergence rapide du processus de Newton-Raphson en 
eliminant les erreurs supplementaires introduites par !'utilisation du module tangent 
continu. Si Ia loi de comportement est compliquee on peut toujours obtenir un 
module tangent consistant D~P en perturbant chaque composante de l'accroissement 
de deformation et en calculant les contraintes correspondantes. On a ainsi 

D~P = ocrn+l 
o(~En) 

II est clair que le cofit de cette technique peut etre important, mais on peut le 
reduire en utilisant des methodes d'integration efficaces telles que celles presentees 
dans cet article. 
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Annexe 

Le polynome d'interpolation de Lagrange qui dcfmit f s'ecrit en fonction de e = t - t, 
h 

f(t) = p(9) = P10(9)f(tn) + P2o(9) f(tn+ll) + P3o(9) f(tn+2h) + P40(9) f(ln+i) [A .I] 
3 3 

avec 

p10 = -2_ e 3 
+ 9 e

2 
- ll e + 1 

2 2 

pzo = 27 e3 - 45 e2 + 9 e 
2 2 

[A.2) 

P3o =- 22 e 3 
+ 18 e

2
- 2_ e 

2 2 

P4o = 2_ e3 
- 2_ 92 + e 

2 2 

En utilisant les relations [22] et [A.2] dans [A.l] et en developpant les calculs on 
arrive a }'expression de p donnec par [24]. 

D'autre part, d'apres [26] on a 

[A.3] 

et en substituons l'expression [25] des a; dans [A.3], on aboutit a Ia relation [27]. 
Reste a demontrer Ia relation [23], pour cela on commence par montrer que cette 

relation est verifiec pour t= tn. tn + ll, tn + 211, et tn +h. Pour simplifier lcs notations 
3 3 

on pose: 
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· ar f = f(tn,y(tn)), ft =- (ln,y(tn)), 
at 

.. a2r 
ft2 = - 2 (t.,,y(tn)), 

at 
[A.4] 

On voit facilement que I' on a: 

f(tn + th, y(ln + th)) = f + (ft + ffy)Eh + 
...2 .. .. .. • • • (th)2 3 

+ (r-fyz + 2ffty + ftz + (ft + ffy)fy)-- + O(h ) [A.S] 
2 

Par ailleurs, en utilisant les expressions [16] des ki on a 

[A.6] 

k3 = r + cr; + rr~) 2h + c~rt + rr~)fy + 2rr;~ + fr> + r;;)4h
2 

+ O(h
3
) 

3 2 18 

Ces expressions des ki, ensemble avec les relations [22] et [A.S], impliquent alors 

-
f(tn) = r 

- h h h 3 f( tn + - ) = f( ln + - , Y ( tn + - ) ) + O(h ) 
3 3 3 

[A.7] 

f(tn + £l!.) = f(tn + £l!. , y(tn + £ll)) + O(h3) 
3 3 3 

f(ln + h ) = f(tn + h , y(ln + h )) + O(h3) 

Par substitution de ces relations dans [A.1], on a 

f(t)=p(8)=p!0(8)f(ln ,y(tn))+ P2o(8) f(ln +h_,y(tn + h_)) 
3 3 

+p3o(8) f(tn+2h ,y(ln+2h))+p4o(8)f(ln+I ,y(ln+I))+O(h3) [A.8] 
3 3 

Or, un resultat de !'interpolation de Lagrange d'ordre quatre montre que !'on a 
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f(t, y(l)) = P10(9) f(ln ,y(ln))+ P2o(9) f(ln +h., y(ln +h.)) 
3 3 

+p3o(9) f(ln + 2h, y(ln + 2h ))+p4o(9)f(ln+i ,y(ln+i))+O(h5
) [A.9] 

3 3 

et en utilisant ces deux demieres relations, on obtient [23]. 




