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RESUME. Cet article présente de nouveaux algorithmes d'intégration de lois de comportement
élastoplastique en vue d'une utilisation dans un code de calcul des structures. Dans toutes les
méthodes présentées le pas d'intégration est ajusté dynamiquement de maniére a obtenir la
précision souhaitée a@ moindre coiit. Une technique originale d'ajustement du pas et de
prolongement de la solution dans le cas d'une méthode de type Runge-Kutta d’ordre quatre
est proposée dans ce travail. Les schémas présentés n'exigent aucune forme de correction
des contraintes pour éviter un dépassement du critére de plasticité. Afin d'améliorer la
convergence des algorithmes de résolution des équations d’équilibre, on propose une
expression du module tangent consistant avec l'algorithme d'intégration. Plusieurs exemples
permettent de comparer les méthodes proposées avec les méthodes existantes.

ABSTRACT. This paper presents some new integration algorithms for integration of
elastoplastic constitutive laws. These algorithms are designed for use in finite element codes.
In all methods presented the error is controlled by adjusting the size of each substep
automatically. An original technique of adjusting the stepsize and extending the solution in
case of using a fourth order Runge-Kutta method is proposed. Neither of the algorithms
requires any form of stress correction to avoid drift from the yield surface. To preserve the
quadratic convergence of the iterative Newton-Raphson schemes, an expression of tangent
moduli consistent with the integration algorithm is developed. The proposed methods are
compared with other integration algorithms and are tested with several examples.

MOTS-CLES : éléments finis, controle de pas, Runge-Kutta, rigidité consistante.
KEY WORDS : finite elements, stepsize control, Runge-Kutta, consistent modulus.

1. Introduction
Les algorithmes de résolution utilisés dans la modélisation du comportement

non-linéaire des solides sont en général constitués d'une premizre boucle sur les pas
de chargement, qui peut étre vue comme une prédiction de la configuration
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d'équilibre, a l'intéricur de laquelle une deuxieme boucle d'itérations améliore le
résidu d'équilibre. Dans cettc demitre, on est amené a utiliser des lois de
comportement qui relient le taux de contraintes au taux de déformations. En
élastoplasticité ces lois sont le plus souvent des relations différentielles de 1a forme:

G=D%0,x)E (1]

ol ¢ est le tenseur des contraintes, € le tenseur des déformations, X un paramétre
d'écrouissage et DeP la matrice tangente élastoplastique. Les dérivations sont
effectuées par rapport 2 un parametre de chargement noté t (pseudo-temps),
définissant I'évolution du chargement ou des déplacements imposés 2 la structure.

A chaque itération on doit calculer les contraintes 2 1a fin du pas de chargement
At, correspondant a un accroissement de déformation estimé sur le pas. Cela peut
étre réalis¢ en intégrant I'équation [1] sur le pas At tout entier ce qui s'avere souvent
tres coliteux du fait qu'on est amené alors a utiliser des pas de chargement trés petits.
Pour atteindre une précision d'intégration suffisante on peut également subdiviser le
pas de chargement en sous-pas sur lesquels on integre I'€quation [1]. On peut ainsi
utiliser des pas de chargement relativement grands, et donc diminuer le coit des
calculs tout en conservant une bonne précision. La subdivision du pas de
chargement peut étre faite de différentes manieres, mais pour respecter les non-
linéarités rencontrées au cours de l'intégration, il est souhaitable qu'elle s'adapte a
ces non-linéarités pour conduire a une erreur constante au cours du chargement.

Dans ce travail on présente quelques algorithmes d'intégration basés sur des
méthodes d'Euler, de Runge-Kutta, ou d'extrapolation. On propose aussi un
algorithme, qui constitue unc généralisation originale de 'une des méthodes de
Runge-Kutta, qui permet d'ajuster la taille des sous-pas et de prolonger la solution.

Le caractére auto-adaptatif des schémas présentés permet d'éviter tout
dépassement du critere de plasticité; {SLO 87] et [POL 89]. Les corrections des
contraintes utilisées habitucllement dans les méthodes A pas constant sont alors
inutiles.

L'utilisation de la matrice tangente élastoplastique DP, dite module tangent
continu, introduit des erreurs supplémentaires dans le processus de Newton-Raphson
utilisé pour résoudre les équations d'équilibre [SIM 85}, nous proposons donc un
module tangent consistant avec l'algorithme d'intégration, c'est 2 dire obtenu par
linéarisation de l'algorithme utilisé¢ pour I'intégration des équations différentielles
élastoplastiques. Plusieurs exemples sont traités pour comparer la performance des
différentes méthodes et valider 'algorithme proposé.

2. Formulation des relations élastoplastiques
En utilisant les notations standards de I'élastoplasticité, le tenscur taux de

déformations se décompose en deux parties, élastique et plastique, de la mani¢re
suivante:

g=¢+¢" 2]

ou la partie élastique est liée au tenseur des contraintes par la loi de Hooke
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€=D"'o (3]

et ot la déformation plastique se produit seulement lorsque le critére de plasticité
s'annule

f(o,R,X)=0 (4]

La loi de normalité s'écrit:

e=i %
~a=x9F (5]

aX

. OF

=3 9E

P=*3R

ol F(o, R, X) est le potentiel d'écoulement, p et o sont respectivement les

variables duales de R et de X, et A est le multiplicateur plastique qui est toujours
positif. Dans le cas d'une loi associée on a

F(o,R, X) = f(o, R, X) (6]
Pendant I'écoulement on a

f(o,R,X)=0 (71

f(o,R,X) =0

Les relations précédentes donnent alors

A=— 9 - 8)
AT e dF , O ar OF o T oy OF
do dc JR dpdR JX da dX

our et ) sont des données expérimentales vérifiant

R=r(p) et X=y ()

En utilisant I'expression [8] de A dans [5], et en tenant compte des relations [2], [3]
et [5] on obtient:
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6=[D-D°(c.p,m)]¢
0=A(G,p,a)E 9]
p=P(c,p,0)¢

ol T
Dca_Fﬂ-_ De
DP= 00 dG
T T
AT pedF , Of ar OF  af" ay oF
oo dc OJR dpdR 09X da dX

T
F AT e
A= dX do
T T
AT e dF O or OF AT oy oF
ac 06 JR dp dR 0JX da éX
T
F AT pe
P=- dR do

dc do OJR dp dR dX da dX

OfT pedF  of or oF  of" oy oF

Pour chaque itération d'équilibre on doit calculer les contraintes 2 la fin du pas de
chargement qui correspondent a un accroissement de déformation donné, les
contraintes au début du pas étant connues. On est donc amené a intégrer le systéme
[9] d'équations différenticlles ordinaires. Dans la partie suivante, on présente
quelques unes des méthodes les plus utilisées a cette fin,

3. Présentation de quelques méthodes d'intégration d'équations
différentielles ordinaires

On présente ici quelques méthodes d'intégration d'un systéeme d'équations
différenticlles ordinaires

y="£fy.t te [T, T+AT)] (10]
y(T) =y, connue

Pour toutes ces méthodes, l'intégration se fait sur des sous-pas hg, hy, ... de taille
variable qui s'adaptc automatiquement aux non-linéarités rencontrées. On se propose
donc de résoudre I'équation [10] sur un sous-pas h ct on suppose que y,, estimation
de la solution a l'instant t,, est connue, l'estimation de la solution a l'instant
thy1 = t+h étant notée y, ;.
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3.1. Méthode d'Euler semi-implicite

Elle est définie pour 0 choisi dans (0, 1] par:

yn+1=yn+hfn+9 [11]

ol
fovo = (1-0) f(y,, t) + 0 f(ynsy » tay)

Cette méthode est illustrée par la figure 1. Si 0 = 0, il s'agit de la méthode d'Euler
explicite. Lorsque 0 est non nul cette méthode nécessite des itérations de Newton-
Raphson. La méthode semi-implicite (0 < 6 < 1) présente les meilleures conditions
de stabilité pour 6 = 0.5. Dans ce cas elle est d'ordre deux et on peut estimer la taille
du prochain sous-pas h, par la relation suivante [ELM 89]:

h, = h min (S 4/ £~ ,2) [12)
ereul
S=09

ol ¢ est la précision requise et ereul, estimation de I'erreur de troncature, est donnée
par:

3 ..
ereul = y(L,1) - Yno1 = Thi f(ta , yn) [13)

Cette méthode est notée (euler).

\_.0&1)

Yne1

£ty )
(o1 Yner)

Yn

1n+(-)h t (.n+h

Figure 1. Méthode d’Euler semi-implicite
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3.2, Méthodes de Runge-Kutta

3.2.1. Méthode de Runge-Kutta classique

On estime f ent,, t,+ % et t,,; = t,+h ol h est la taille du sous-pas
d'intégration (voir figure 2)
k1 = r("n ’ yn)

ko= f(t, + By, + B k)
2 2 y 2 1

[14)
ks = r(mg Yo+ gka
ks=f(t,+h,y,+hkj)
et
Yne1 = Ya + g (k; +2(ky+ K3) + ko) (15]
Ona

Yoot = ¥(tost) + O(0%)

o1 on a supposé y, = y(1,). Cette méthode d'ordre quatre est notée (rk4c).

Ya | |
/tn Ln+}2l t t,+h

Figure 2. Pour (tk4c), f est estimée quatre fois: une fois au début
du pas, deux fois au milieu et une fois a la fin et y,., est calculée d

partir de ces estimations
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3.2.2. Une autre méthode de Runge-Kutta d'ordre quatre
On estime fentn,t,,+%.lﬂ+ Z%eum1 =t,+h

ki =f(t, , yn)

k2=f<tn+g-,y,,+gk,)

(16}
Ky=ft,+ 20y - Bk +hky)
3 3
ks =f(t,+h,y, + h(k; - k; + k3))
et
Yool = Y + g (ky +3(ko+ Ka)+ kg) (171
Ona

Yol = ¥(ta1) + O(")

Cette méthode d'ordre quatre est notée (rkdnc) pour la distinguer de la méthode de
Runge-Kutta classique. Les méthodes de Runge-Kutta présentées sont explicites et
stables; [CRO 84] et [BUT 87].

3.2.3. Contréle de pas dans les méthodes de Runge-Kutta.

Pour contrdler la taille des sous-pas dans les méthodes de Runge-Kutta d'ordre
quatre, on utilise trés souvent la technique du pas double. Chaque sous-pas est
considéré deux fois, tout d'abord comme un sous-pas de taille 2h, et puis comme
deux demi-sous-pas de taille h; (figure 3). Soit y, la solution obtenue pour un
sous-pas de longueur 2h, on a

y(t+2h) = y; + (2h)’¢ + O(h®) [18]
et soit y; la solution obtenue en deux sous-pas chacun de longueur h, on a
y(t,+2h) = y, + 2h°@ + O(h®) [19]

ou le facteur @ cst proportionnel 4 y(s) supposée constante sur tout le sous-pas de
longueur 2h. La différence:

A=y,-y, = 30h°g+ O’ 20]
est unc bonne cstimation de 'erreur de troncature. Si on effectuc un pas h et qu'on

obtient par la technique décrite plus haut une estimation de l'errcur A, le pas hy qui
aurait donné la précision souhaitée € est calculé d'aprés [20] par la relation:
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ho=Sh(—&—)*% 21}
| Al
$=09
®
. * ®  pas entier
.
o . .
. deux demi-pas

—_—
t

Figure 3. Le contréle de la taille des pas dans (tk4c): Les points ol
f est évaluée sont désignés par des cercles pleins, le cercle creux
veut dire que l'on réutilise la valeur de f calculée au début du pas
entier (juste au-dessus). Le nombre des évaluations de f est donc 11
par pas. La comparaison des solutions données par le pas entier et
les deux demi-pas permet de prédire le pas prochain ou de réduire
le pas en cours.

3.2.4. Méthode de Runge-Kutta généralisée

Le controle de la taille des sous-pas utilisé dans les méthodes de Runge-Kutta est
assez coiiteux; il nécessite 11 estimations du second membre par sous-pas (figure 3).
Nous proposons donc, en collaboration avec O. DEBORDES®, une généralisation
originale de 1'une des méthodes de Runge-Kutta présentées. Le controle de pas peut
alors &tre effectué sans estimations supplémentaires du second membre. Nous

approchons f sur [t,, t,.;] par une fonction f, ce qui permet d'approcher y par y, la

primitive de f, et d'avoir ainsi une estimation de l'erreur de troncature pour le
controle de la taille des sous-pas.

Soient ky, ko, kj et k4 les estimations de f données par [16), 'approximation f
de f sur [t,, t,,1], est le polyndme d'interpolation de Lagrange défini par:

f (1) =k

£+ =1 (k,+ 9k, + 3kq - ky)
(t, 3) 1 1 2 3-Kg

(22]
f L, +2 %) =é (-ky+ 3kz + 3k3 + ky)

f(+h) = ‘11_ (k- 3k, + 3ks +3Ky)

* IMT, Marseilles, France
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On montre (Annexe) que? vérifie sur [t,, t,,,] 1a relation suivante:

f(1) = f(t, y()) + O(h’)

Et si on pose 6 = %, alors f s'écrit en fonction de 8

f()=p@) =a26>+210 + ao

ol
a)= % (2k; - 3k2 + ka)
a = -%(5(1(1 -K2) - k3 + ka)
ao = k;
Posons
] t
q®)=ya+ J hp(§) d& = yn + J f(t) dt
0 tn
ona

q(0)=y. +ho (;—5292+ ;_51 0 + a0)
ce qui donne pour 8 = 1; (voir Annexe):

q) =y, + g (k; + 3(ky + ka)+ Kg) = y(t,+ h) + O(h")

473

[23]

(24

(25)

(26]

(27]

ol on retrouve I'estimation de la solution donnée par (rk4nc), (relation [17]). Grace a
la relation [27], une estimation de l'erreur de 'approximation de f par f en t,+h est

obtenue par:
(1) = p(1) - f(ta+h,g(1)) = p(1) - f(ta+h,y(t+h)) + O(h’)

Description de l'algorithme proposé
On peut utiliser la méthode présentée de la fagon suivante:

1. On se donne h, éventuellement fonction d'informations du pas précédent
2. On calcule les estimations de T comme dans [16]

3. 0n calcule p(1) et q(1)

4. On calcule e(1), estimation de l'erreur sur f en t,+h, comme dans [28]

L'erreur sur y est alors donnée par:

(28]
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=2
® |
—_
—
~

err = [29]
4
S. Soit € la précision requise, si
lerr]- > ¢ (301
réduire la taille du sous-pas en utilisant la formule suivante
ho =S h”ﬁl|'°'25 (31]
€ 1o
$=09
etallerenlavech=hy
6. Mettre a jour la solution
ba=t+h,  y. =q) (32]
7. Aller au sous-pas suivant dont la taille est obtenue d'aprés la relation
h1=Sh|££|'°'25 [33]
[l

On remarque que le coiit de I'estimation de l'erreur dans le schéma proposé est
nul. En effet, I'estimation de f dans la relation [30] est utilisée au début du prochain
sous-pas. Par ailleurs, il est possible de prolonger la solution a t,+6,h, 6,> 1, dans
le cas odr cette solution reste admissible sur [t, , t,+8,h] au sens de e, on a alors

"n+1 = "n+ enhv Yo = a(en.) [34]

ou
9, = min (2, S |’ e L"'”) (35]

Exemple

On va montrer sur un exemple simple le caractére auto-adaptatif de la méthode
présentée. On se propose d'intégrer I'équation différentielle suivante:

. 1t cos(mt si0<1t<025 ou 0.75<t<1
y=1ft.y) = {0 ( )sinon

te [0,1]
y®=0
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La solution analytique de cette équation est donnée par:

y @)= {sin(m) si 0<t<0.25 ou 075<1< 1
0.75  sinon

La figure 4 montre comment varie le pas au voisinage des discontinuités de
pente. On voit aussi que la solution donnée par (rkg) et la solution analytique
coincident sur l'intervalle d'intégration.

0,8

y xa—_a oman
0.6 - / \n
0.4 - — anal \m

1 1 1 1

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 t 1,0

Figure 4. Auto-adaptation des pas en fonction des discontinuités de pente

3.2.5. Méthodes de Runge-Kutta emboitées [DOR 80)

Pour contrdler la taille des sous-pas, on utilise souvent deux méthodes de
Runge-Kutta, I'une d'ordre p qui donne la solution y,,, et 'autre d'ordre p+1 qui

donne ;n+1. On pose
A=Yne1 - Yaur (36]

alors A est une bonne approximation de l'erreur de troncature faite sur y,,;, et le
contrdle de la taille des sous-pas se fait alors, pour p = 4, par la formule:

37]

ho:ShuAI-o.zo
£

ou h et A correspondent au pas précédent et h, est la taille du sous-pas prédite pour
satisfaire la précision &.
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Une méthode de ce type est souvent donnée par le tableau 1, et les relations

ki =f(ln+Cih.yn+hzaijkj) ¢ a;
j
Yn+1=yn+hzbj kj Yos1 | B
3
Yor1 = Yo + h Y by Kk Yoot | by
J

Tableau 1. Méthodes de Runge-Kutta emboitées

Le tableau 2 présente une des meilleures méthodes de cette classe (notée dopris).

0
1 1
5 5
3 3 9
10 | 40 40
4 4 36
5 | 45 15
8 | 19372 25360 64448 212
9 | 6561 2187 6561 729
1 017 355 46732 49 5103
3168 33 5247 176 18656
1 35 0 S0 125 2187 11
384 1113 192 6784 g4
Yorr | 35 0 S00 125 (2187 n 0
384 1113 192 6784 R4
Peer | 5179 0 7571 393 92097 184 1
57600 16695 640 339200 2100 40

Tableau 2. Méthodes de Runge-Kuita emboitées ( de Dormand et Prince )

2.3. Méthode du point milieu modifiée

Pour intégrer le syst¢me d'équations

y=fy .0, 1€ {t,, th] [38)

y(ty) =y, connue

cette méthode utilise m sous-pas de taille h, = [lr‘]— Elle s'exprime comme suit:

Zp =Y,
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z) =29 + hy f(1, , Zp)

Z; 1 =Z; | + 2hm f('.n+1h , Zi) i= 1, 2,..., m-1
yo = %(z,,, +Zg.1 + hp f(+h, 7)) [39]

L'intérét de la méthode vient du fait que I'erreur de troncature de [39] est exprimée
par une série en h,, qui ne contient que des puissances paires

yo - y(t+h) = Y oibd [40]
i=1

Cette propriété est exploitée dans la partie suivante.

2.4, Méthodes d'extrapolation

Trois idées sont 4 la base des méthodes d'extrapolation. On considére la solution
[39] obtenue par la méthode du point milieu modifiée comme une fonction de h,,;
pour h, = 0 (m infini) on aurait obtenu la solution exacte a l'instant t +h, donc pour
approcher cette valeur, on calcule les solutions yi% 1 obtenues pour différents entiers
m, et on utilise une extrapolation de Richardson vers h,, = 0, (figure 5). Enfin, la

propriété {40] permet d'utiliser h2 au lieu de h,, dans cette extrapolation [STO 80].

I I I | T 1
yﬁn
y
2 pas
/ 4 pas yﬁﬂ
\ yg+1
o]
Yo+t
Py 6 pas
extrapolation correspondant
a une infinité de pas
A | | 1 §
tn t ,+h

Figure 5. Méthode d’extrapolation
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2.4.1. Méthode de Bulirsch-Stoer

Cette méthode (notée (bs)), utilise la technique décrite ci-dessus en choisissant m
dans la suite
m =2,6,4,8,12,16,24,32,48,64,96 (nj=2nj.1) (41]

A priori on ne sait pas jusqu'oll on va aller dans la suite [41]; aprés chaque essai
correspondant 3 une des valeurs précédentes de m on extrapole vers l'infini, ce qui
fournit une solution extrapolée et une estimation de l'erreur commise. Si l'erreur est
plus grande que l'erreur admissible, on refait les mémes calculs avec la valeur
suivante de m dans la suite [41]. Dans le cas contraire on passe au pas suivant et on
recommence avec m = 2. Si aucun entier de la suite [41] ne donne la solution avec
la précision demandée, on diminue la taille du pas et on recommence A partir de m =
2. Le choix de la suite [41] permet de réutiliser, pour chaque m dans cette suite, les
estimations du second membre calculées auparavant (voir [39]).

2.4.2. Méthode d'extrapolation

Dans cette méthode (notée (odex)), on fait varier la taille du pas ainsi que I'ordre
d'extrapolation, soit h la taille du pas k I'ordre d'extrapolation, forcément pair, on
évalue yn+1 pour m = 2.4.6,...k puis on extrapole pour m infini. Si l'erreur
obtenue ne satisfait pas la précision demandée, on réduit le pas, on augmente
éventuellement 1'ordre k et on recommence. Sinon on passe au pas suivant avec une
taille de pas et un ordre prédits.

3. Application aux équations de I'élastoplasticité

Afin de comparer les différents algorithmes présentés on effectue des tests d'une
part au niveau d'un point d'intégration et d'autre part au niveau d'une structure dont
la discrétisation est constituée de plusieurs éléments finis.
3.1. Calcul au niveau d'un point d'intégration
3.1.1. Matériau de Von-Mises en plasticité parfaite

Le critere retenu est celui de Von-Mises en plasticité parfaite (E = 20000 MPa,
v = 0.3, R = 40 MPa)

f(0) = %s:s _R<0

ol s est le déviateur de o. La relation de comportement associée & un taux de
déformation imposé £ constant sur [0, T] est

Vie[0T] 6=-E (-5O€ gy E pi
1+v s(D:s(t) 3(1-2v)
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¢ étant le déviateur de €. L'état des contrainies initial est un cisaillement pur:

G(O) = 60 = (GX? cy! Gl) ny? 0yl’ cu) = (0, 07 O’ AQ b 0, 0)

V3

Le taux de déformation est un déviateur

€= (Exs éy! ézv E.xy’ éyz, €x2) = (1, - l’ - ly 0.0,0)
2 2
Ce probléme admet une solution analytique G.,,«(t), (voir [DRO 85]), et la mesure
de l'erreur relative d'intégration par rapport a cette solution est donnée par:

Erreur = Sup I Gexaci(l ) - Ocalcné(t ) Ion
T oelod I Oexaar(t) Ioo

On utilise 1a méthode de Runge-Kutta généralisée pour calculer les contraintes a
la fin du pas. Comme dans [BON 91], la non-linéarité du probléme est mise en
évidence par la figure 6; on calcule les contraintes pour trois précisions requises
€=0.1, 0.01 et 0.001, I'erreur sur G, varie avec £ et est visible sur la figure 6 pour
€= 0.1, par contre G,, coincide pratiquement avec la solution analytique pour les
trois précisions.

30 contraintes

*ué:muowwwwu@

Q x analytique
20 {1 précisions
, o 0.1
requises . 0.01
10 4 :/ ° 0.001
0 000000100 T6-06016-0- 44O 06

h ]
xy
-10 \ﬁ: o,
85-00-410-0-447 080-) O-O-LTH- SO OO0 Oy

220 temps (seconde)
T T T T

0,0e+0 4,0e-3 8,0e-3 1,2e-2 1,6e-2 2,0e-2

Figure 6. Evolution des contraintes

On voit sur la figure 7 qu'au début la taille des sous-pas augmente, puis au
croisement des courbes G, et G,, oll la norme Ik nest pas différentiable, I'erreur

atteint un maximum (figure 8). La taille des sous-pas diminue donc pour s'adapter a
cette singularité.
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Figure 7. Evolution de la taille des pas
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Figure 8. Evolution de Uerreur

La figure 9 montre que si la précision requise est correctement choisie, le critere
de plasticité reste vérifi€ au cours de I'intégration. Toute correction des contraintes
est donc inutile.

Sur la figure 10 on présente l'erreur effective en fonction du nombre
d'évaluations du second membre de [43], ce qui est une bonne estimation du coiit de
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Figure 9. Evolution du critére
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Figure 10. Erreur obtenue en foiction du nombre d'évaluations de la dérivée

la méthode. Les courbes correspondent aux méthodes présentées de type Euler et
Runge-Kutta, et on voit que la méthode de Runge-Kutta généralisée donne les
meilleurs résultats surtout pour des précisions faibles (inféricures & 1075 ) qui nous
intéressent dans la pratique.

La figure 11 présente la précision obtenue par chacune des méthodes en fonction
de la précision demandée. Elle montre que c'est avec (rkg) que précision demandée et
précision obtenue coincident le mieux.
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Figure 11. Erreur en fonction de la précision requise

Les figures 12 et 13 mettent en évidence les risques d'instabilité qui
accompagnent l'utilisation des méthodes basées sur I'extrapolation de Richardson, et
permettent de comparer ces méthodes a (rkg).
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100
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10 10 |

10 12
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1 .
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Figure 12. Erreur obtenue en fonction du nombre d’évaluations de la dérivée
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Figure 13. Erreur obtenue en fonction de la précision requise

3.1.1. Modéle de Nova

Dans ce deuxieme exemple on considere le modele de Nova (Version 82), cas
associé. Ce modele est utilisé en mécanique des sols. L'expression de la loi de
comportement ¢t les caractéristiques du sol étudié sont comme dans [BAG 93]. On
exerce sur un point de la matiére une compression uniforme et on se propose de
calculer les contraintes correspondantes . Ce probléme admet une solution analytique
[BAG. 93], et l'erreur commise en utilisant I'une des méthodes présentée sera
calculée par rapport a cette solution. La figure 14 présente les solutions analytique
et celles obtenues par différentes méthodes pour un méme temps CPU = 0.5 s, et on
voit que la solution donnée par (rkg) coincide pratiquement avec la solution
analytique. En étudiant les courbes des figures 15 et 16 comme dans I'exemple
précédent, on voit que la méthode de Runge-Kutta généralisée donne les meilleurs
résultats. Et on remarque 1a encore les phénoménes d'instabilité liés a l'utilisation
des méthodes d'extrapolation. On signale que les autres méthodes de type Runge-
Kutta qui ne sont pas sur ces figures donnent des résultats semblables 2 ceux donnés
par (rk4nc). Il en est de méme pour (odex) par rapport 2 (bs).
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Figure 14. Contraintes en fonction des déformations
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Figure 16. Erreur obtenue en fonction de la précision requise

3.2. Calcul au niveau d'une structure

On considére un matériau élastoplastique isotrope (Critere de Von-Mises) a
écrouissage isotrope linéaire. Les lois de comportement qui relient vitesses de
contraintes et de déformations déviatoires s'écrivent:

$ =G(é - As) (42]

b=i\/§¢ ou ¢= sT[P|s

A = Gs'[P]e
G + %H)q)z

avec

S=<S, Sy S, Spy Sy Sx>, € E=<E By € Eyy Ey E£4,>

et

10

—
[T ]

S S N O O O

SO N OO o O
N O oo O O

o O oo O
S O O O
S O O =
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Le critere de Von-Mises s'écrit :

f= % sT [P]s - % K(p) <0 [43]

ol
k(p)=0.+Hp [44]

est la limite élastique courante.

A un instant t, on suppose connues e,, S, ¢l p, et on se donne e, = e +Ae,,.
On doit calculer s,,,, et p,.; qui correspondent a e,,; et a l'instant t,, ;= {,+At, avec
At = 1. On doit donc intégrer le systéme d'équations différenticlles

$ = G(Ae, - As) [45]
. = X ;
p \/: 0
ou T
A = GsT[P] Ae, [46]
G+ %H)q)z

On a supposé que le taux de déformation est constant sur le pas de chargement,
donc son déviateur l'est aussi et est égal 2 Ae,. Si on note As = G(Ae, - As) et

Ap = lv % ¢, l'utilisation de la méthode de Runge-Kuta généralisée conduit a
calculer As; et Ap;, i=1,4 (voir [16]), et 1a solution 2 l'instant t,,; est donnée par:

Sn¢l = Spt é (As; + 3(Asy + As3)+ Asy) [47]

Pns+1 = Pat é (Ap; + 3(Ap, + Apa)+ Aps)

3.2.1. Calcul du module tangent consistant

L'utilisation du module tangent continu (matrice D qui relie 6 2 € ) ralentit la
convergence du schéma de Newton-Raphson employé pour trouver la configuration
d'équilibre. Nous proposons donc d'utiliser un module tangent consistant avec
'algorithme d'intégration; c'est a dire obtenu en dérivant l'expression [47] de s,

par rapport a Ae,,. On est donc amené a calculer d(As) ,1=1,4. D'aprés [46] on a :

(Aen)

a  _ G s _0s' s _ds
d(Aen) (G + 21)¢? d(Aen) > d(Aen)
3
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et
J(As) =G (1]- oA Y ds
d(Aen) d(Aen) d(Aen)
Enfin on a:
0Sn+1 =1_(5)(Asl) + 3(3(A52) +8(A53)) +8(AS4))
d(Aen) 8 d(Aen) d(Ae,) 0(Aey)  d(Aen)
On obtient:
cn+1=sn¢1+;—lm<cn+KAen>
et
acn+l = aSn+l _1_( aSn+l 'K[I])[U]
d(Ae) 0d(Ae,) 3 d(Aepn)
ol
-_E
(1-2v)
et
(111000
111000
[U] = 111000
00000
00000
L0000O0O0d

Remarque: Pour diminuer le coiit de la méthode on peut utiliser certaines propriétés
liées au cas particulier étudié, par exemple on a

=YsT =4/2
o=VsT[Ps \/;k(p)

oll on a supposé que les contraintes restent sur la surface d'écoulement. On peut
aussi utiliser des relations du type:

s1[P]Ae.=sI[P)Ae, +%(AeI[P] Aeq+Ast [P]Aen)

avec
S2 =51+1§Asl =sl+%(Aen+lsl)
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Nous avons appliqué l'algorithme présenté ci-dessus et basé sur la méthode de
Runge-Kutta généralisée (2 sous-pas variables) & un probléme proposé par le
GRECO-CNRS "Grandes Déformations ct Endommagement”. Ce probléme consiste
a étudier le comportement en grandes transformations d'une poutre courte ou épaisse
ou de faible élancement. La figure 17 préscnte le maillage utilisé; 48 éléments a 8
nocuds et 4 points d'intégration, les caractéristiques mécaniques du matériau, le
chargement (déplacement imposé) et lcs conditions aux limites. On adopte
I'hypothése des déformations planes et la dérivée objective de Jaumann. L'intérét du
test est qu'il présente les principales difficultés des grandes transformations: grands
déplacements, grandes déformations ¢t grandes rotations. Dans le tableau suivant, on
présente les résultats obtenus par I'algorithme proposé ainsi que ceux donnés par la
méthode du retour radial {SIM 85]. Des résultats obtenus par d'autres laboratoires
sont aussi mentionnés dans ce tableau.

£P la déformation plastique équivalente

Point de Code o, o, Ory P33
Gauss .
1 Référence 73.63 - 1.127 2.095 0.2484
INSA 73.66 - 1.126 2.099 0.2487
CEMEF 73.64 -1.128 2.096 0.2485
Retour rad. 73.59 - 1.120 2.114 0.2480
kg 73.60 - 1.131 2.086 0.2481
2 Référence 58.18 2.663 14.82 0.1451
INSA 58.18 2.643 14.82 0.1451
CEMEF 58.18 2.665 14.83 0.1451
Retour rad. 58.13 2.532 14.78 0.1453
kg 58.20 2.656 14.81 0.1452
3 Référence -75.71 - 11.68 - 13.95 0.2049
INSA - 75.75 -11.70 -13.97 0.2051
CEMEF - 75.71 - 11.68 - 13.96 0.2049
Retour rad. - 75.68 -11.64 - 13.95 0.2050
kg - 75.67 - 11.63 - 13.94 0.2049
4 Référence 0.901 - 0.366 - 0.100 0.0000
INSA 0.889 - 0.364 - 0.099 0.0000
CEMEF 0.898 - 0.366 - 0.100 0.0000
Retour rad. 0.900 - 0.368 - 0.101 0.0000
rkg 0.924 - 0.369 - 0.101 0.0000
5 Référence 35.46 61.15 3.610 0.0545
INSA 35.52 61.09 3.650 0.0545
CEMEF 35.47 61.10 3.602 0.0545
Retour rad. 35.50 61.38 3.835 0.0544
rkg 35.38 61.49 3.695 0.0543

Tableau 3. Résultats numériques du test sur une structure
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Figure 17. Maillage et données mécaniques

On désigne par (Référence) les valeurs calculées avec un tres grand nombre de pas
de chargement (500 pas). On obtient ces mémes valeurs en utilisant 1'une ou l'autre
des méthodes présentées.

On signale que 50 pas de chargement de méme taille ont été utilisés dans le cas
de l'algorithme proposé pour obtenir la convergence du schéma de Newton-Raphson,
ct que cela s'est fait en prés de 1mn 25s de temps CPU sur une station VAX
4000.90. La convergence a été obtenue avec le méme nombre de pas mais en 1mn
40s dans le cas du retour radial. Ceci devant 160 [BRA 86] et 450 [PIN 90] pas de
chargement dans d'autres laboratoires.

Pour les autres méthodes présentées dans ce papier, la convergence a nécessité
encore 50 pas de chargement et en temps CPU prés de 1mn 50s pour les méthodes
de type Runge-Kutta avec module tangent consistant (paragraphe 3.2.1), prés de
2mn 15s si ce module est calculé en perturbant chaque composante de
I'accroissement de déformation [ELM 89] et prés de 3mn pour les méthodes
d'extrapolation; dans ce cas il a é1é difficile de trouver une expression du module
tangent consistant, on I'a donc calculé par perturbation.

On a aussi utilis€ un chemin de chargement particulier (figure 19) ol le pas de
chargement est calculé; [CRI 91] par la relation

Topt |
Aln+1 = Aln
n

I

Figure 18. Poutre déformée
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Figure 19. Evolution du chargement

A, éant Ic pas de chargement a l'instant t,, I, le nombre d'itérations nécessaire pour
l'accomplir, la donnée 1,y est le nombre d'itérations optimal et A,,, le pas suivant.
Dans ce cas, avec 36 pas et prés de 1mn en temps CPU, 'algorithme proposé donne
des résultats trés voisins de ceux obtenus plus haut (tableau 4).

Point de | Code o, o, Oxy B
Gauss
1 rkg(36pas) 73.67 - 1.126 2.089 0.2487
2 rkg(36pas) 58.17 2.640 14.83 0.1452
3 tkg(36pas) - 75.62 - 11.65 - 14.00 0.2047
4 tkg(36pas) 0.869 - 0.357 - 0.096 0.0000
5 rkg(36pas) 35.50 60.85 3.553 0.0544

Tableau 4. Résultats numériques du test sur une structure

4. Conclusion

L'algorithme proposé, basé sur la méthode de Runge-Kutta généralisée, peut
concurrencer la plupart des algorithmes utilisés pour I'intégration des équations
différentielles €lastoplastiques et notamment la méthode du retour radial.

La subdivision des pas de chargement en sous-pas dc taille variable selon les
difficultés rencontrées lors de l'intégration augmente 'efficacité des algorithmes et
permet d'éviter tout dépassement du critére de plasticité.

Les exemples étudiés ici ont surtout permis de valider 1'algorithme proposé, car
le champ de son application est beaucoup plus large et son efficacité apparait encore
plus importante dans des problémes ot le calcul du second membre est trés coiteux.
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Son utilisation pour résoudre des équations du second ordre est trés intéressante ct
dans ce cas on peut facilement voir que le coit de l'estimation de l'errcur est
pratiquement nul méme si on prolonge la solution.

Dans cet algorithme on utilise une méthode d'ordre quatre et l'estimation d'crreur
utilisée est sculement d'ordre trois. A priori on peut dire que c'est le prix de la
diminution du coiit de I'estimation d'erreur, mais on remarque que cela évite souvent
la prédiction de pas trop petits, source des erreurs d'arrondi.

Pour des lois de comportement simples on peut calculer un module tangent
consistant qui permet une convergence rapide du processus de Newton-Raphson en
éliminant les erreurs supplémentaires introduites par l'utilisation du module tangent
continu. Si la loi de comportement est compliquée on peut toujours obtenir un

module tangent consistant D¢P en perturbant chaque composante de I'accroissement
de déformation et en calculant les contraintes correspondantes. On a ainsi

D = 0Cn41

a(AEn)

Il est clair que le coiit de cette technique peut étre important, mais on peut le
réduire en utilisant des méthodes d'intégration efficaces telles que celles présentées
dans cet article.
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Annexe

Le polyndme d'interpolation de Lagrange qui définit f s'écrit en fonction de 6 = E—h'ﬂ

£(1) = p(6) = p10(8) f(ts) + P20(6) F(tn+§>+pao(e) f(m%‘l) + Pao(0) F(tas1) [A.1]

avee

pro=-20°+902-1lg 4+

2 2
p20=2—793-‘ﬁ92+99

2 2

(A.2]

plo=-220°+180-2¢

2 2

pao=20°-207+0
2 2

En utilisant les relations [22] et [A.2] dans [A.1] et en développant les calculs on
arrive A I'expression de p donnée par [24].
D'autre part, d'apres {26] on a

q()=yn +h(;-52+1551 + 20) (A3]

et en substituons l'expression {25] des a; dans [A.3], on aboutit 2 la relation [27].
Reste a démontrer la relation [23], pour cela on commence par montrer que cette

relation est vérifiée pour t=t, Ln+%, t,+ 2%, ct t,+h. Pour simplifier lcs notations

on pose:
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f = f(tay(t), fi= "—‘ (oY (1)),

r;z =L (tn y(tn), fiy= (A4]
a[
On voit facilement que 'on a:
f(ta + €h, y(ta + €h)) = F+ (f. + ff,)eh +
+ (P02 + 26, + fiz + (T + rr,)r,)(eg) +O(h?) [A.5]
Par ailleurs, en utilisant les expressions [16] des k; on a
kl = f
. f h N " 2. h2 3
ka=f+(fi + ffy)§+ (fe + 2ffy + £7fy2) 1_8+O(h )
' [A.6]

ka=f+ (f,+ ffy) l;l+ (%{m £f,)f, + 206, + £°f,2 + m)‘%+ o)

Ka=f + (i + )0+ (F + ffy)fy + 37202+ 6ff,, + 3nz) + oM

Ces expressions des k;, ensemble avec les relations [22] et [A.5], impliquent alors
f(t,,) =f

f(ta + h)—f(ln+3 y(tn + h))+0(h3)
[A.7)
f(tn +2h)—f(l +2h . y(ln+2h))+0(h)

f(ta+h) = f(ta + h, y(1a + h )) + O(Y)

Par substitution de ces relations dans [A.1],on a

f(0=P(8)=D10(8) F(ta, ¥(1)) + P20(6) f(ln+ Y (ta +—))

+p30(6) f(tn+23'l,y<tn+23ﬁ))+p4o<e)r<tn+1 ,¥(tae1)) + O(h°) (A.8]

Or, un résultat de l'interpolation de Lagrange d'ordre quatre montre que l'on a



494 Revue européenne des éléments finis. Vol. 2 - n® 4/1993

r(t_y<t>>=pm<e)f<tn,y<nn)>+pzo(e>f<m+g,y<tn+g>)
+p30(0) f(tn+l3'l,y(tn+%))w«o(e)f(tnn Y(te))+O@m%)  [A9]

et en utilisant ces deux dérniéres relations, on obtient [23].





