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REsUMt. On etudie dans eel article l'approximalion par Ia methode des elements finis, du 
premier et du deuxieme modele de O.A. Ladyzhenskaya pour un fluide visqueux 
incompressible. Nous montrons l'unicite des formulalions faible et discrete associees au 
probleme: 

{

roL ( (v. + v,iroL nl'- 2
] roL u)- gr"id ( (110 + v,ldiv ui'- 2] div u) + u.'llu + gr"idp = f dans 0 

divtl = 0 dans n 
tl = 0 sur r 

Nous presentons et discutons ensuite les resultals numeriques de ces deux modeles pour le 
probleme de Ia cavite entralnee. 

ABS11lACT. In this paper we study the finite element approximalion of the first and the second 
models for the motion of incompressible viscous flows proposed by 0 .A. Ladyzhenskaya. The 
uniqueness result of the weak and discrete formulations associaled with the problem : 

{

roL( (vo + vdroL ui•-l] roLu)- gr;_d ( (v0 + vddivul'- 2] divu) + u.'llu + gr;_dp = f in 0 
divu = 0 inn 
u=O ~r 

are established. Numerical results for these two models on a driven cavity problem are the 
presented and discussed. 

MOTS-Cuts : Navier-Stockes, modeles de Ladyzhenskaya. viscosite variable, elements finis, 
systeme non lineaire. 
KEY WORDS : Navier-Stockes, Ladyzhenskaya models, variable viscosity, finite element, 
nonlinear system. 
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I Introduction 

Lors du congres international de mathematiques de 1966 O.A. Ladyzhenskaya proposa trois 
modeles susceptibles de decrire le mouvement des fluides visqueux incompressiblesdans un 
domaine borne n de R3 de frontiere lipschitzienne r. Dans le cas non stationnaire elle 
montra que sous certaines conditions ces trois modeles possedaient une solution unique et 
etaient stables sur un intervalle de temps arbitrairement choisi. 
Dans un article paru quatre ans plus tard [LAD2 70) elle proposa !'etude de Ia formulation 
stationnaire de ces modeles, caracterisee par les systemes suivants: 

(1) 

Premier modele 

l -div (Q(u) V'u) + u. V'u + gr~p = f 
divu = 0 
u=O 

sur n 
sur n 
sur r 

oil u reprcsente le champ de vitesse, pIa pression, f Ia force par unite de masse avec: 

(2) 

oil 

(3) 

oil 

Q(u) = Vo + vdV'ulr-2 

IV'ul = ( t (OUj )2)1/2 
iJ=i OX; 

n=2 ou 3 

Deuxieme modele 

l rot (R(u) rot u) + u.V'u + gr~dp = f 
divu = 0 
u =0 

sur n 
sur n 
sur r 

R(u) = V0 + vdrotulr- 2 avec v., v1 > 0 et r 2: 2 

Troisieme modele 

l -v(u)Llu + u.V'u + gr-;_d p = f 
divu = 0 
u=O 

ou 

sur n 
sur n 
sur r 

Ces•modeles mathematiques peuvent jouer un role important dans !'etude du mouvement 
des fluides, tant sur le plan theorique que numerique. Leurs applications peuvent toucher 
des domaines comme l'aeronautique, Ia meteorologic, l'oceanographie, et egalement dans 
l'industrie chimique et petroliere. 
Dans bien des cas il n'est pas toujours facile de sa voir lequel est le plus approprie, spccia
lement dans le cas oil l'ecoulement devient turbulent. 
S'il est bien admis que lcs equations de Navier-Stokes fournissent un modele precis pour 
le mouvement des fluides visqueux incompressibles, certains scientifiques les abandonnent 
parfois en faveur des modeles utilisant des lois constitutives non lincaires comme dans !'etude 
de mouvements de fluides polymeres viscoelastiques ou encore viscoplastiques. 
Cependant les modelcs introduits par O.A. Ladyzhenskaya [LAD2 70) ont une application 
differente du fait que (!J.loi constitutive lineaire (Ia loi de Stokes) utilisee dans Ia derivation 
des equations de Navier-Stokes suppose que les derivees des composantes de Ia vitesse restent 
"petites" 1 • 

Dans cette etude nous considerons le deuxieme modele dans le cas bidimcnsionnel et avec 
des conditions aux limites homogenes du type Dirichlet: 

I Lea sradients d'ordre superieur A 1 sonL ne«lises. 



( 4) 

ou 
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{ 

rot(n(u) rot u)- gr~ (V(u)div u) + u.V'u + gr~p = f 
divu = 0 
u=O 

sur n 
sur n 
sur r 

n( u) = v. + vdrot u!'-2 

V(u) = v. + vddiv uj'-2 

avec v0 , Vt > 0 et r ~ 2 

avec v., v1 > 0 et r ~ 2 

et nous posons v. = 1/ Re ou Re est le nombre de Reynolds. 
Le terme en gr;_d (V(u) div u) introduit dans les equations (4) est necessaire pour l'etude 
du probleme discret, puisque le terme en rotationnel ne suffit pas a definir une norme dans 
les espaces faibles choisis. Cependant nous n'en tiendrons pas compte dans l'etude de Ia 
formulation faible continue du probleme. L'origine de ce modele (Gol 67) se trouve dans Ia 
derivation de Ia loi de comportement. En effet dans le modele de Navier-Stokes celle-ci est 
determinee par le tenseur g defini par: 

ou v0 est le coefficient de viscosite, avec v0 > 0, et I est le tenseur identite. 
Le calcul de di v g: per met alors de mettre en evidence le terme en laplacien ou se trouvent 
contenues les forZes internes de frottement puisque: 

divg = v.~u- V'p 

Pour le modele (4) nous introduisons une nouvelle loi de comportement definie par: 

g• = [ (v. + v, I rot uj'-2
) rot u I r -pI 

( 0 -1) ou v1 est une constante > 0 et r = 
1 0 

qui conduit immediatement a: 

divg• =-rot [ (v. + v1 lrot ul•-2
) rot u) - V'p 

d'ou le terme dissipatif rot ( (v. + v1 I rot ui•-2 ) rot u) introduit dans les equations ( 4). Enfin 
remarquons que lorsque v1 = 0 on retrouve le systeme de Navier-Stokes classique. 

L'interet de ce modele se justifie par des considerations suivantes: pour certaines valeurs 
du parametre r introduit plus haut (par exemple r = 2) le modele reste conforme avec 
les hypotheses de Stokes pour decrire le mouvement d 'un fluide (Ser 59). Plus encore,les 
hypotheses de Stokes conduisent normalement a une relation non lineaire entre les champs 
de vitesse et de pression. Lorsque cette relation est Iinearisee on obtient les equations de 
Navier-Stokes. Or si l'on conserve a Ia fois les hypotheses de Stokes et quelques uns des 
termes non lineaires de Ia relation on aboutit au modele ( 4) de O.A. Ladyzhenskaya. Ce 
deruier provient done d'une combinaison entre les principes de conservation de Ia masse 
et de Ia quantite de mouvement, des hypotheses qui definissent un fiuide de Stokes et de 
Ia conservation de quelques termcs non lineaires dans Ia loi constitutive resultante. Par 
consequent, d'un certain point de vue,les equations de Navier-Stokes sont un cas particulier 
du mqdele (4). 

Nous verrons egalement que Ia condition qui gar an tit l'unicite des solutions du modele sta
tionnaire ( 4} est moins restrictive que Ia condition analogue du modele de Navier-Stokes, parce 
qu'elle autorise l'unicite de Ia solution pour des nombres de Reynolds plus cleves. 

Ces quelques considerations nous montrent deja que le modele de O.A. Ladyzhenskaya a 
un reel interet. 

Nous faisons tout d'abord une etude theorique du modele (4) en traitant le probleme par 
une methode d'elements finis ou nous utilisons )'clement fini P2 / P1 de Taylor-Hood et nous 
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choisissons pour le doma.ine n une ca.vite entra.ince en deux dimensions [O,l]x[O,l]. 
A pres a. voir a.insi defini le cadre mathematique de notre etude no us comparons les resultats 

numeriques des deux premiers modeles definis par les equations ( 1) et ( 4) et en rema.rquant 
que ceux-ci correspondent bien a.ux previsions theoriques. Nous mentionnons en particulier 
dans chacun des cas, !'importance du choix du pa.ra.metre r a.insi que le sens physique qu'il 
faut donner a ces modeles. 

II Etude mathematique du probleme continu 

On note V(n) l'espa.ce des functions numcriques indefiniment differentia.bles et a support 
compact dans n. 
Nous utilisons Ia notation standard pour les espaces usuels de Sobolev. Pour r 2: 2 , U(n) 
est l'espace des functions de puissance r-eme sommable sur n rclativement a Ia mesure de 
Lebesgue, H 1 (n) est l'espace de Sobolev d'ordre 1 ct HMn) !'adherence de (V(nW dans 
H 1(n). Nous introduisons aussi les espaces de Sobolev d'ordre r, ,. 2: 2 W 1·'(n) ct nous 
posons: 

V = {u E (Hb(n)) 2 /divu = 0} 

v, = { u E (W~·'(n)) 2 1 div u = 0} 

Les espaces L2 (n) et V sont des espaces de Hilbert munis du produit scala.ire, des normcs ct 
semi-normes suivants: 

(u,v)= fnu.vdn 

llullo,2 = (u, u)l/2 

de meme: 

((u, v)) = k 'Vu: 'Vvdn u,v E V 

avec: 

et 

Les espaces L' et V, sont des espa.ces de Banach rcfiexifs munis de Ia. norme ct scmi-norme 
suivantes: 

llullo.r = [fo lui' dn] l/r 

iuh,r = [fo j'Vul' dn] I/r 

pour u E (L'(n)) 2 

pour u E V, 

et nous notons respectivement par V' et V', leurs espa.ces duaux et par< ., . > leur produit 
de dualite. 
Nous indiquons ega.lement lcs expressions du rotationncl vectoricl et du rotationnel scalaire: 
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Enfin les espaccs V ct V r sont des espaces de Banach munis des normes suivantcs: 

lllullh.2 = (II rot ull~.2 + lldiv ull~.2 )112 

lllullh,r = ( iirot ull~.r + lldiv ull~,r )1/r 
Rcmarquons que l'egalite luh,2 = lllullh,2 est vraie pour tout u E HMn). D'apres Ia formulc 
de Green on obtient2: 

1n r{;t(n(u) rot u).v dn = 1n n(u) rot u rot v dn 

On definit Ia forme trilineaire 

f n av; 
b(u, v, w) = }( L:Ui a-: w; dn 

n i,i=1 x, 

Enfin on pose3 : 

I< r,v >I 
C1 = sup 

• E v lllvllh,2 
... o 

I< r,v >I 
Cfr = sup 

• E v, lllvllh,r 
... 0 

"fr = sup 
v E V., 
... 0 

N= sup 
u,u E V 
... 0 

lllvllh,2 
lllvllh,r 

lb(u, u, v)l 

Lemme II. I Pour lout u, v E V on a Ia propricU suivante4 : 

b(u,v,v) = 0 

Soit maintenant l'operateur A(u) E .C(V, V') defini par: 

(5) 

< A(u)v, w >= (R(u)rotv,rotw) + b(v, u, w) 

Le probleme que l'on vcut resoudre est le suivant: 

{ 
ctant donne f dans v:, trouver u E Vr solution de: 

A(u)u = f 

L'existence de Ia solution faible homogene de (5) a etc ctablie par 0. A. Ladyzhenskaya 
[Ladl 70, Lad2 70]. Cc resultat s'ctend sans difficultes au cas non homgene. 
Les lcmmes et les theoremes suivants vont nous pcrmettre de preciser les proprietes de Ia 
formulation faible, de !'estimation a priori et de montrer l'unicitc de Ia solution. 

Lemme 11.2 On a lcs relations de monotonic suivantes: 

(i) (R(u) rotu, rot(u- v))- (R(v) rotv, rot(u- v)) ~ 

Vo iirot(u- v)ll~.2 + v11irot(u- v)ll~.r 'v'u, v E Vr 

2Puisque l'inlegrale debord eal nulle. 
3En remarquanL que,dans le cas ('onlinu lllullh,2 = llrnLvllo,1·"i u E V. 
'[Tern 77] · 
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(ii) < A(u)u- A(v)v, u- v > ~ 
v. llrot(u- v)ll~,2 +vi llrot(u- v)ll~,r Vu, v E Yr 

Soit u une solution faible de (5). En posant v = 0 dans (ii) et sachant que A(u)u = f on 
obtient: 

Vo II rot ull~,2 + v1 II rot ull~,r :=:; < A(u)u, u >=< f, u > 

On en deduit immediatement les estimations a priori suivantes: 

Theoreme 11.1 Pour toute solution faible u E Vr de (5} nous avons: 

llrotu11~;1 :=:; Cfr 11rotullo,2 :=:; Wr(C,) 
. Vi 

ou Wr est Ia fonction inverse de 

4»r: (O,+oo)--+ R 

pour x > 0 

Remarquons que Ia derivee de Ia fonction 4»r(x) est strictement positive: 

4»~(x) = V0 + vi(r- l)'y;rxr-2 > 0 pour x > 0 

4» est alors une fonction monotone croissante pour x > 0, de plus continue pour x > 0, aussi 
!'existence de Ia fonction w sera toujours assuree pour ·x > 0. 
On en deduit le theoreme suivant5 : 

Theoreme II.2 Soicnt u et u' deux solutions du systeme (5} ct soil w 
alors I 'une des a/te1·natives suivantes: 
(i) w = 0 
(ii} llrotw11~;22 :=:; vj1 1; [Nwr(CJ)- v.) 

Le n\sultat suivant en est une simple consequence. 

Theoreme Il.3 La con,dition 

qui est equivalente a : 
C1 :=:; 4»r(v.{N) 

entraine I 'unicite de Ia solution du prob/eme ( 5}. 

u- u'. On a 

Remarquons que I' equation de Navier-Stokes possede une solution unique lorsque [GR 79): 

(6) 

Dans !'introduction nous avions annonce que la condition d'unicite de la solution du 
systeme (4) etait moins pessimiste que celle du modele de Navier-Stokes. 
Nous allons le verifier en revenant ala definition de Ia fonction 4»r: 

4»r: (O,+oo)--+ R 

4»r(x) = V0 X + V1/;r Xr-i 

ll suit immediatement que: 

~En utilisant les Lemmes 11.1 eL 11.2 eL le ThCorbne 11.1. 

pour x > 0 
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et done: 
X 

\ll,(x) <-
Vo 

puisque x > 0 et r > 2 

Ce resultat montre que chaque fois que (6) est realisee Ia condition du Theoreme 11.3 l'est 
egalement. C'est pourquoi celle-d est moins restrictive que (6) pour Vo' et done pour Re. 
Nous reviendrons sur ce point dans !'interpretation des resultats numeriques. 
Remarquons que Ia plupart des resultats obtenus jusqu'a present sont similaires a ceux 
obtenus par [ DG 90,DG 91) dans !'etude du premier modele de O.A. Ladyzhenskaya. 

III Approximation numerique 

111.1 Discretisation par elements finis 

Soit Thune triangulation reguliere d'elements finis et hun parametre de discretisation. Defi
nissons les espaces xh et Qh de dimension finie tels que: 

Xh C W~·' et Qh C L2 

On considere Ia forme bilineaire: 

c(v,q) = (q, divv) pour (v,q) E (H~)2 x L2 

et un sous-espace yh de (Xh )2 defini par: 

Notons qu'en general yh ¢. V n'est pas une approximation conforme de l'espace V. Pour 
u,v,et w E (W~·')2 nous introduisons alors une extension de Ia forme trilineaire b(u, v, w) 
telle que: 

• 1 
b(u, v, w) = '2[b(u, v, w)- b(u, w, v)) 

Si u,v,et wE V nous avons alors: 

b(u,v,w) = b(u,v,w) 

qui coincide avec Ia definition originale. 
Nous utilisons l'cHement Ptf P2 de Taylor-Hood caracterise par le fait que Ia restriction de 

vh a chaque element est un polynome de degre 2 (pour chacune des composantes),et pour 
qh un polynome de degre 1. 
On peut remarquer que cet element est en O(h2) pour Ia norme de H 1, et il a ete demontre 
[BP 77, Tal 80) qu'il verifie les hypotheses necessaires du theoreme III.2 ~,;i-apres. 

Pour u E (W~·')2 , soient les formes bilineaires a1 et a2 definies par: 

a1 (u;v,w) = k 'R.(u)rotvrotwdfl 

a2(u;v,w) = k V(u)divvdivwdfl 

en utilisant Ia formule de Green on obtient6 : 

6 Puisque les int.egrales de bord aont nulles. 

v,wE (W~7 
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fo r~t ('R.(u) rot u) v df! = fo 'R.(u) rot u rot v df! 

fo gr~ (V(u) div u) v df! = - fo V(u) div u div v df! 

la. formulation fa.ible de ( 4) est a.lors a.pprochee pa.r le probleme discret suiva.nt: 

Trouver un couple ( u\ ph) E (Xh )2 x Qh tel que: 

at (u\ u\ wh) + a 2 (uh; u\ wh) + b(u\ uh, wh)- c(wh,ph) = (f, wh) 

(7) pour tout wh E Xh 

c(u\qh) = 0 

pour tout qh E Qh 

On peut ega.lement formuler le probleme a.ssocie da.ns yh : 

(8} l 
Trouver uh E yh tel que: 

at (u\ u\ wh) + a 2 (u\ u\ wh) + b(u\ u\ wh) = (f, wh) 

pour tout wh E yh 

Definissons tout d'a.bord les consta.ntes suivantes a.ssociees au probleme discret: 

c/h = sup 
ue v· 

u;o!O 

I< r,u >I 
lllulllt,2 

On peut alors formuler les deux theoremes suiva.nts (Rou 92]: 

Theoreme 111.1 Le probleme {8} possede au moins une solution dans Vh. Cette solution 
est unique a condition que : 

111.2 Le probleme bien pose 

Par definition Ia paire de sous-espaces de dimension finie, Xh et Qh satisfont Ia condition 
inf-sup, si et seulement si il existe une constante {J > 0, independante de h, telle que: 

in£ 
'e q• ,,.o 

sup 
u ex,. 
u;o!O 

lc(u, q)l > {J 
llqllo,2lllullh,2 - . 

Or puisque lllullh.2 et llulh.2 sont deux normes equivalentes sur HA Ia condition: 

inf sup 
'e q• u e x• 
q;o!O u;o!O 

lc(u,q)l > {J 
llqllo,2llulh,2 -

implique necessairement celle indiquee ci-dessus. En utilisa.nt une consequence du theoreme 
de Lax-Milgram on pourra. done appliquer a notre probleme le theoreme suivant: 

Theoreme 111.2 En supposant que les espaces de dimension finie Xh et Qh satisfont la 
condition inf-sup, alors yh f; 0, et pour toute solution uh du probleme {8} il existe un 
unique element p E Qh tel que le couple (u\ ph} satisfait (7}. 

Ainsi le probleme (7) admet une solution unique lorsque (8} admet une solution unique et 
que Ia condition inf-sup est realisee. 
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La formulation discrete se ramene facilement, par un choix explicite des bases de Vh et 
de Q\a un systeme non lineaire d'equations algebriques. II y a de nombreuses methodes 
pour resoudre ce systeme. Dans cette etude nous allons tout d'abord utiliser une methode de 
point fixe pour le systeme approche suivant: 

(9) l 
u(o) E Vh etant donne ,il s'agit de trouver u(n) E V\ 

pour n = 1, 2, 3, ... solution de : 

a 1 (u(n-1), u(n), w) + a2.(u(n-t), u(n), w) + b(u(n-1), u(n), w) = (f, w) 

pour tout w E yh 

Generalement cette methode converge au plus lineairement. Pour accelerer le taux de con
vergence nous appliquons ensuite une methode de Newton. 
A cet effet nous allons calculer Ia derivee de Gateau des fonctionnelles non lineaires obtenues 
dans Ia formulation discrete. Pour u fixe E Vh, !'application suivante definit une fonction
nelle lineaire continue sur Vh : 

v--> a 1 (u, u, v) + a2 (u, u, v) + b(u, u, v)- (f, v) 

et done une fonction continue : 

pour tout u E Vh 

telle que pour tout u E Vh : 

< Q[u], v >= a1 (u, u, v) + a2 (u, u, v) + b(u, u, v)- (f, v) 

La solution u du probleme (9) sera alors solution de: 

Q[u] = 0 

ou: 
< Q[u],v >= 0 pour tout v E Vh 

Soit :fu Q[w]la derivee de Gateau evaluee en u dans Ia direction w. La methode de New
ton s'enonce alors comme suit: 

l 
Pour une valeur initiale u(o) E Vh donnee, il s'agit de trouver 

une suite {u(n)} E V\ telle que pour n = 1,2,3, ... u(n) satisfasse: 
(10) 

< Ju(n-1) Q[u(n) - u(n-1)], v >= - < Q[u(n-1)], v > 

pour tout v E Vh 

Selon Ia definition de < Ju Q[w], v > il vient: 

< Ju Q[w], v > = lim![( (R(u + tw)rot (u + tw),rotv) + b(u + tw, u + EW, v) (-o € 

soit: 

+ ( (V(u + tw) div (u + tw),divv)- (f, v) 
- (R(u) rot u, rot v)- (V(u) div u,divv)- b(u, u, v) + (f, v)] 

< Ju Q[wj, v > a, (u, w, v) + a2 (u, w, v) + b(u, w, v) + b(w, u, v) 
+ ( ( v1 s I rot ui'- 2 rot , u rot w ) rot u, rot v) 

+ ( ( v1 s jdivul'-2 div, udivw )div u,divv) 

La methode de Newton appliquee au probleme (8) donne done le systeme linearise suivant: 
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(11) 

II s'agit de trouver u{n) E yh tel que pour tout v E yh 

a1 (o.<n-1), u(n)' v) + a2 (u<n-1)' u<nJ' v) 

+b(u{n), U{n-1), v) + b (u(n-1), U(nJ, v) 

+s v1 ( (I rot u<n-1) 1•-2 rot u<n-1) rot u<nl) rot u<n-1), rotv) 

+s v1 ( ( ldiv u<n-1)1•- 2 div u<n-1) div u<nl) div u<n-1), divv) 

= b(u<n-1), u<n-1), v) + s v1 (!rot u<n-1)1• rotu<n-1), rotv) 

+s v1 ( ldiv u<n-1)1• divu<n-11, divv) + (f, v) 

Dans Ia l?ratique les termes en pression sont resolus avec les termes en vitesse et nous n'avons 
pas besom de specifier Ia valeur initiale pour Ia pression. 
Enfin nous utihsons une elimination de Gauss pour resoudre le systeme lineaire resultant de 
Ia methode iterative. · 

IV Resultats numeriques 

Le domaine n est Ia cavite carree unitee et nous mettons en mouvement un fluide visqueux 
en faisant glisser une paroi a vitesse constante. Les conditions au bord pour Ia vitesse sont 
indiquees sur Ia figure suivante et nous prenons f = 0 dans les systemes (1) et (4): 

(0,1) u=l v =0 (1,1) 

u=O u=O 
0 

v =0 v=O 

(0,0) u=O v=O (1,0) 

Si le probleme de Ia cavite ainsi defini ne nous offre pas de resultats experimentaux, re
marquons neanmoins qu 'il a ete maintes fois etudie et qu 'il represente un reel interet en tant 
que probleme test [Tho 81]. 
Afin de mieux tenir compte du probleme de couche limite pres des parois nous avons choisi 
un maillage obtenu a !'aide de Ia fonction sin2 qui repartit les abscisses et les ordonnees 
de l'intervalle [0, 1] plus proches des bornes de l'intervalle en comparaison avec un maillage 
regulier. 
Nous appelons v; Ia viscosite artificielle correspondante. Celle-d s'ecrira done v; = v1 IV'ulr 
pour le premier modele et v; = v1 !rot ui• pour le second. 
Dans les tests numeriques nous avons calcule v; a partir du gradient et du rotationnel moyen 
obtenu sur !'ensemble du maillage pendant le calcul de Ia solution 7

• Dans Ia pratique une 
viscosite artificielle superieure (ou meme voisine) a Ia viscosite v. ne semble avoir aucune 
signification physique. Cela signifie que le parametre v1 sera toujours choisi relativement petit 
par rapport a v •. 

IV.l Vue d'ensemble des resultats de convergence 

IV.l.l Cas du premier modele 

Nous avons tout d'abord remarque que les maillages de plus de 400 elements ne favorisent 
pas les valeurs r = 3 et r 2 4. Pour Ull maillage de 392 elements 8 on obtient les resultats 
de convergence suivants: 

7Cette moyenne est aimplement une moyenne acithmCtique,puisque nous avons additionnC les valeurs du gradient (et du 
rotationnel) obtenues pour chaque CICment. eL pour chaque point de Gauss (7 pour notre programme) puis divisC par le nombre 
de points de Gauss et d'CICment.s. 

•on a indiquC Ia valeur de v; a partir de laquelle Ia solution du modele converge. 
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3 4 

vj < v./200 vj < v./5500 
vj < v./13 vj < v./200 

Les resultats graphiques montrent que Ia solution correspondant au modele de Navier-Stokes 
est alors pratiquement atteinte des Ia premiere valeur de vj pour laquelle il y a convergence9

• 

Cependant en prenant Ull maillage de 200 elements Ia valeur r = 3 permet d'obtenir des 
solutions nettemment differentes du modele de navier-Stokes: 

I Re/r II 3 4 
vj < v./10 vj < v./200 

vj ~ v./15 

II en est de meme avec un maillage de 98 elements pour r = 3 et r = 4 mais a condition de 
choisir Re ~ 500. 

Pour r = 2 les applications du modele sont plus etendues 10 : 

I Re/Nt II 200 392 722 

100 vj ~ 2vo vj < vo/5 vj < vo/50 
1000 vj < 20vo 
1500 v• < v. 
3000 vj < v./4 

En effet le modele converge pour des valeurs de vj suffisamment grandes telles qu'elles per
mettent de distinguer le modele de celui de Navier-Stokes selon les maillages et les nombres 
de Reynolds envisages11 • 

Entin r = 1 autorise, de maniere moins restrictive encore pour vj, Ia convergence de Ia 
solution du modele. Par exemple, correspondant au cas le plus defavorable, pour un maillage 
de 722 elements et Re = 100, Ia solution converge deja pour vj = v. (et meme un peu au
deJa) alors que pour r = 2la convergence n'est realisee qu'avec vj ~ v./50. 12 

Les valeurs r = 1 et r = 2 seront done particulierement interessantes pour etudier le passage 
a Ia turbulence. 

IV.1.2 Cas du deuxilm1e modele 

Les commentaires que nous venons de faire restent tout a fait pertinents. II faut cependant 
remarquer qu'un changement important se produit pour Ia valeur vj a partir de laquelle il y 
a convergence, puisque celle-ci est beaucoup plus faible que precedemment. 
On a en effet pour r = s = 3 : 

II Premier modele I Deuxieme modele I 

Re - 100 et Nt - 98 vj < 5v0 vj < v./10 
Re = 800 et Nt = 200 vj ~ v./2 vj ~ v./36 
Re = 100 et Nt = 392 vj < v0 /200 vj < v./2700 

On obtient des resultats tout a fait com parables pour r = s = 2 et r = s = 4 tandis que pour 
r = s = 1 les deux modeles convergent sensiblement pour les memes viscosites artificielles. 

8 Avec un maillage de 722 Clements et. r = 3,la solution converge lonque vj ~ v0 /2800 pour Re = 100 et. Vj ~ llo/60 pour 
Re = 2000. 

10 Nt repre.cnte le nombre d'Clements du maillage considCre. 
11 Saul pour un maillage de 722 ilemenl.s et Re = 100. 
12 De mente pour un maillage 98 etement.a et Re = 1000 Ia convergence a lieu pour lout vj :5 I Olio alon que pour r = 2 Ia 

solution diverge pour v0 /l0 $ vj $ v0 /2. 
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II faut neanmoins remarquer, com me nous le montrent les resultats graphiques, que le deuxieme 
modele a besoin de beaucoup moins de viscosite artificielle que le premier pour se distinguer 
du modele de Navier-Stokes. 

IV.2 Comparaison des modeles 

Nous indiquons tout d'abord les coupes u(x) en y=0.5 pour un maillage de 98 elements et 
Re = 100 (ligures 1 et 2). Avec les memes donnees nous presentons les coupes u(y) en 
x = 0.5 (ligures 3,5,7) et v(x) en y = 0.5 (ligures 4,6,8) ,premierement pour le modele de 
Navier-Stokes en comparant nos resultats a ceux de (GGS 82] puis pour les deux modeles de 
O.A. Ladyzhenskaya. 

II est interessant de rapprocher les deux modeles de O.A. Ladyzhenskaya pour differentes 
valeurs des et de r. Avec un maillage de 242 elements, Re = 800 et v; = v./2 Ia circulation 
du fluide, a )'aide des vecteurs de courant, a )'allure suivante pour r = s = 1 (ligures 9,10) 
et pour r = s = 2 (ligures 11,12). 

Pour un maillage de 392 elements, Re = 1500 et r = s = 2 les graphiques {13,14,15,16) 
nous permettent de constater )'influence de Ia viscosite artificielle. 

IV.2.1 Cas d'un maillage de 98 elements (figures 1-8). 

Quel que soit le modele Ia plus grande valeur de r est celle qui distingue le plus le modele 
de celui de Navier-Stokes meme si les meilleurs resultats de convergence sont obtenus pour 
r = 1 (ligures 1,2,5-8). 
Nous avons pu mettre en evidence le lien qui existe entre Ia viscosite artificielle v; et 
r. Diminuer progressivement Ia viscosite artilicielle a r donne, a sensiblement lc meme ef
fet que de diminuer Ia valeur de r sans modifier v;. De plus a viscosite artiliciclle egale le 
modele ou r = 3, par exemple,se com porte comme s'il beneliciait d'un surcroit de viscosite 
artilicielle par rapport au modele ou r = 2. 
En fait plus Ia valeur de r sera grande moins le modele aura besoin de viscosite artilicielle 
(relativement,par rapport a une valeur inferieurc de r) pour se distinguer du modele de 
N a vier-Stokes. 
De meme le deuxieme modele necessite moins de viscosite artificiellc que le premier pour se 
diffcrencier du modele de Navier-Stokes. 

II a fallu choisir v; = v./10 pour obtenir une solution acceptable13 lorsquc s = 2, alors que 
le modele converge des v; = v./2 pour un tel s (ligures 2,7,8). 
Si nous avions voulu ajouter Ia courbe correspondant a s = 3 il aurait fallu prendre v; = 
v./80 puisque le modele ne converge pas au-deJa de cette limite. 
A viscositc artificielle egale le modele en r + 1 (ou s + 1) se comporte done encore comme 
s'il bcneficiait d'un surcroit de viscosite par rapport au modele en r (ou s). 

IV.2.2 Cas d'un maillage de plus de 200 elements (figures !l-16). 

Les commentaires ci-dessus restent pertinents. 
Pour r=lle deuxieme modele permet tout d'abord une meilleure recirculation du tourbillon 
proche du coin (1,0), (ligures 9,10). Nous avons cgalement pu observer que Ia circulation du 
fluide a proximite de Ia paroi correspondant aux ordonnces nulles semble decroitre en inten
site et repoussce vers le centre de Ia cavitc pour un maillage de 392 clements et Re = 1500 
par comparaison avec le premier modele. 
Enfin lorsque le nombre d'clements et surtout le nombre de Reynolds augmentent, l'effet de 
vortex, perceptible au centre du toubillon principal, s'accentue considcrablement. 
Pour r=2 le deuxieme modele presente une circulation insolite du fluide lorsque l'on aug
mente le nombre de Reynolds. En effet les tourbillons proches des coins (0,0) et (1,0) s'etendent 

13 Pour v: ~ &10 /10 les re&uiLaLs graphiquea nous onL suggere de ne pas retcnir les solutions obLcnucs. 
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jusqu'au centre du maillage et s'interpenetrent, tandis que l'effet de vortex est encore plus 
pronon<;e et que le centre du tourbillon principal se deplace vers le haut de Ia cavite (figures 
14,16). 
Les differents calculs que nous avons menes montrent une accentuation de ces phenom(mes 
en prenant des nombres de Reynolds de plus en plus eleves14• 

II est peu probable que les solutions obtenues soient realistes d'un point de vue physique. 
Elles illustrent Ia remarque precedente, a sa voir que le deuxieme modele necessite une plus 
faible viscosite artificielle pour se distinguer du modele de Navier-Stokes, comparativement 
au premier modele. 
Dans Ia pratique il faut done diminuer vi si !'on veut des resultats acceptables d'un point 
de vue physique. 

V Conclusion 

Meme si nous ne disposons pas de donnees experimentales pour Ia cavite les resultats 
precedents nous permettent cependant de mettre en evidence le comportement des modeles 
de O.A. Ladyzhenskaya par rapport a celui de Navier-Stokes. Nous esperons bientot pouvoir 
utilise!' d'autres geometries, notamment celle du probl'eme de l'ecoulement sur Ia marche 
descendante, afin de confronter nos resultats a ceux de I 'experience. 
Pour terminer nous voudrions illustrer que Ia plupart des tests numeriques realises a par
tir du modele de Navier Stokes montrent generalement que Ia condition d'existence de Ia 
solution: 

est tres pessimiste en comparaison de Ia realite physique. 
A cet egard Ia condition correspondante des modeles de O.A. Ladyzhenskaya: 

.N iJ!q(CJ):::; V0 

semble beaucoup plus significative puisqu'elle permet l'unicite de Ia solution pour des nom
bres de Reynolds plus eleves15• 

En effet pour tout x > 0 on a: 

pourx>Oetq>2 

On voit ainsi que pour de petits nombres de Reynolds, done pour des valeurs de V0 se 
rapprochant de l,la pente de <)q au voisinage de l'origine sera egalement proche de l,et 
cela d'autant plus que q sera grand. En tenant compte des resultats precedents l'effet de 
Ia viscosite artificielle sera alors minime et !'on sera pratiquement dans le cas de Navier 
Stokes,specialement lorsque r;::: 2 (ou q;::: 4). 
Les resultats suivants le confirment pour le premier modele ( avec comme exemple un mail-

lage de 200 elements) ou !'on a indique le rapport -jf.. en de<;a duquel il y a convergence 
de Ia solution. En effet pour r 2:: 2 et Re = 1 les dilferents graphiques et coupes que nous 
avons determines montrent que les solutions obtenues coincident avec celles de Navier-Stokes. 

1"Pour un maillage de 1682 elements et. Re = 5000 Ia circulation insolite du fluide decrite ci·dcssus se produit deja pour • = 1 
avec vj = Vo/2 landis que pour a = 2 la solution ne converge qu'avec v; $ v0 /l00. 

15 Puisque les normes lluJh,9 et llrotufJo,q sont equivalenles sur l'espace H~(O),on en diduit Ia meme conclusion pour le 
premier modCie. 11 suffit en effet de modifier les definitions et les calculs en remplac;ant IJrot ullo,q par lluJh,9 pour obtenir Ia 
condition: 
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I Re/r II 1 2 3 4 

1 0.2 2. E- 02 7. E- 04 3. E- 05 
2 0.7 3.5 E- 02 1.5 E- 03 6. E- 05 
10 4. 0.2 8. E- 03 3.5 E- 04 
50 17. l. 4.5 E- 02 2. E- 03 
100 35. 2. 0.1 5. E- 03 

II est interessant de remarquer que pour r fixe, Ia variation de ~ est presque lineaire 
pour Re croissant. De plus les resultats de convergence du tableau ci-dessus confirment que 
lorsque r = 1,q = 3 Ia pente de 413 au voisinage de l'origine est moins forte que celle de 419 

lorsque q = 4,5,6 (our= 2,3,4). 
On obtient des resultats similaires pour le deuxieme modele toujours pour un maillage de 
200 elements. 

I Refs II 1 2 3 4 

1 2. E-01 3.3 E- 03 7. E- 05 1.5 E- 06 
2 3.4 E- 01 6.2 E- 03 1.2 E- 04 2.5 E- 06 
10 0.8 1.4 E- 02 2.7 E-04 5.3 E- 06 
50 4. 5.4 E- 02 4.7 E-04 1. E- 05 
100 8. 0.1 8. E- 04 1.6 E- 05 

Contrairement au modele en gradient, Ia variation de 'i}- n'est pas lineaire pour les valeurs 
0 

s = 3 et s = 4. Par contre pour s = 1 et s = 2 on obtient une progression presque lineaire 
comparable au modele precedent. 
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Figure 5: Premier modele , vj = v./2 Figure 6: Premier modele , vj = v./2 
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Figure 7: Deuxieme modele vj = v./10 Figure 8: Deuxieme modele vj = v./10 
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Figure 9: Premier modele Figure 10: Deuxieme modele 
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Figure 11: Premier modele Figure 12: Deuxieme modele 
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Figure 13: Premier modele, vj = v./2 Figure 14: Deuxieme modele, vj = v./2 
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Figure 15: Premier modele, vj = v./12 Figure 16: Deuxieme modele, vj = v./12 




