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RESUME. Dans Ia modelisation par elements fini& des .ttructures complexes, diver& 
elements doivent etre utilises: poutres, membranel, elements de so/ide, plaques et 
coques. Ces elements construitl selon Ia formulation classique ne partagent pas, en 
general, les memes degre& de liberte nodaux, ce qui complique /'elaboration d'un modele 
compatible. Pour resoudre ce probleme, nous proposons une famille d'elements finis 
bases &ur une formulation variationnelle non conventionnelle du milieu continu clas­
sique dans laquelle un champ de rotation independant est present. Combinee avec une 
methode modifiee des modes incompatibles, elle fournit une base unifiee pour Ia cons­
truction d'elements finis varies qui possedent les memes degres de liberte nodaux et 
qui peuvent etre assemble.s aisement les uns aux autres. Plus speficiquement, de nou­
veaux elements finis de type membrane, so/ide et plaque sont decrits dans cet article. 
Leurs performances .wnt evaluees a /'aide d'exemples numeriques qui comprennent 
des jonctions. 

ABSTRACT. In FE models of complex structural ~ystem.s, different element& need to 
be used such as: beams, membranes, solids, plates and shells. Elements of different 
kind, based on classical formulations, generally do not share the same nodal degrees 
of freedom, which complicate& construction of a compatible model. To resolve this 
modeling problem, we propose a family of finite elements ba.sed on a non-classical 
variational formulation of classical continuum, in which an independent rotation field 
is present. Along with a modified method of incompatible modes, this provides a 
unified basis for construction of variou.s finite elements with the same nodal degree11 
of freedom, which can be freely combined. More specifically, new membrane, solid 
and triangular plate elements are given in the paper. The performance of presented 
elements is evaluated on a set of numerical examples, which include the numerical 
studies of the element junctions. 

MOTS-CLES: Elements finis de poutres, plaques, membranes et so/ides, degre de 
liberte de rotation, assemblages. 
KEY WORDS: Finite elements for beam&, plates, membranes and solids, rotational 
degree of freedom, junctions. 
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1. Introduction 

L'analyse des structures complexes pose quelques defis a l'ingenieur. Tradi­
tionnellement, chaque structure est divisee en composants plus simples, analyses 
independamment les uns des autres (decouplage des fonctions structurales). 
Cette demarche est souvent douteuse. Aussi tente-t-on parfois d'analyser d'un 
coup Ia structure entiere, aussi complexe qu'elle soit, grace a Ia methode des 
elements finis; cette derniere decoupe Ia structure en composants elementaires 
dont l'ensemble est calcule en une fois. Les avantages sont nombreux: moins 
d'hypotheses simplificatrices, prise en compte des interactions entre les com­
posants, meilleure vue du comportement d'ensemble de Ia structure, detection 
de ses eventuelles faiblesses, conception plus economique, etc. 

La compatibilite des elements les uns avec les autres est sou vent un probleme 
delicat de Ia discretisation d'une structure compliquee. Cette compatibilite 
est necessaire pour garantir Ia convergence, meme si elle peut etre relaxee 
legerement grace au patch test (par exemple [BAT 90], [BAT 82], [TAY 86]). 
De tels problemes de compatibilite surgissent quand on combine des elements 
de solide et de structure; par exemple, Ia discretisation de Ia paroi d'un noyau 
de batiment (mur de refend) peut comporter des elements de membrane et de 
poutre (fig. 1); les inconnues nodales des membranes sont les deux translations 
u et v, incompatibles avec les inconnues nodales des poutres qui, outre u et 
v, com portent Ia rotation 0. Des difficultes de meme nature se rencontrent a 
l'intersection des coques ou des structures plissees, aux noeuds de liaison des 
poutres et raidisseurs avec les coques, aux jonctions des structures avec les 
massifs de fondation, etc. 

- f-

- r-

£ 
8 

X,U 
Z, 

v p- '-"1 
_... 

- r-
- f-

- f--I-I 

poutre 

membrane 

f--1- r-r-

(a) - 1- - r- (b) 

/////////////// 

Figure 1. Structure {mur de refend} et sa discritisation. 

Pour traiter Ia jonction d'elements finis bases sur des theories differentes 
(continu +-+structure), on a developpe des elements speciaux, dits de transition 
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(par exemple (BAT 82), p. 250), utilisant des interpolations non convention­
nelles. Ces interpolations manquent souvent d'une base theorique sure (par 
exemple, !'element de membrane [ALL 84] contient des modes a energie nulle) 
et ces elements de transition ne resolvent finalement pas le probleme de fa<;on 
generate. 

On propose ici une formulation variationnelle non conventionnelle pour un 
milieu continu classique contenant un champ de rotation independant (rota­
tion materielle de l'elasticite). On obtient ainsi une base theorique unifiee pour 
tous les elements, qu 'ils soient de soli de (bi- et tridimensionnels) ou de struc­
ture (poutre, plaque, coque). Les inconnues nodales sont compatibles dans 
toutes les situations et les elements de transition ne sont pas necessaires. On 
peut par exemple (fig. 2) creer des membranes a trois inconnues par noeud, 
deux translations et une rotation (par exemple (IBR 90]), et des briques a six 
inconnues nodales, trois translations et trois rotations (par exemple (IBR 91b]). 

(a) (b) 

/vty1 

2 

t(y 
X 2 

Figure 2. Eliment de so/ide avec inconnues nodales de rotation: (a) mem­
brane; {b} brique. 

L'utilite pratique des elements finis a inconnues nodales de rotation a ete re­
connue tres tot, mais les nombreuses tentatives dans cette direction sont restees 
longtemps vaines [FRE 89]. Ce n'est qu'apres l'etablissement d'une analyse 
mathematique rigoureuse [HUG 89] basee sur une formulation variationnelle 
par ailleurs plus ancienne (REI 65) qu'on a reuni les conditions necessaires 
pour developper des elements finis robustes de ce type ([IBR 1990], [IBR 91b], 
[IBR 9lc]). 

La pratique prefere les elements simples, tels les quadrilateres a 4 noeuds 
ou les briques a 8 nocuds. II en resulte des interpolations de degre peu eleve et 
une forte scnsibilite aux phenomenes de blocage ou verrouillage ("lockings") de 
membrane et cisaillement (par exemple [BEL 85]). Or, les rotations creent une 
surrigidite supplementaire; ace point de vue, )'utilisation d'interpolations non 
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conventionnelles - qui utilisent simultanement des degres de liberte de nature 
differente- joue un role essen tiel dans Ia construction d 'elements finis de bonne 
qualite. 

2. Milieu continu avec champ de rotation independant 

Considerons d'abord les equations exprimant Ia flexion de Ia poutre plane 
de Timoshenko: Vx E L 

1 = ~~- B 
q = C'l 
~+p=O 

[1] 

La premiere ligne exprime Ia cinematique, Ia deuxieme les lois constitutives 
et Ia troisieme l'equilibre. La forme variationnelle de ces equations est 

1 1 dB b dB dv , dv II(v,O) =- [-C- + (-- O)C (-- O)]dx- IIert 
2 L dx dx dx dx 

[2] 

Dans [1] et [2], K. et m sont Ia courbure et le moment, tandis que 1 et q 
sont le glissement et !'effort tranchant, ces grandeurs etant energetiquement 
conjuguees. La forme forte [1] fait apparaltre, outre le champ du deplacement 
transversal v , le champ de rotation independant B. II s'agit d'une theorie de 
structure; or, en milieu continu, il n'existe pas un tel champ de rotation. C'est 
pourquoi les elements finis de structure restent en general incompatibles avec 
ceux de milieu continu. 

On peut y remedier en formulant une theorie de milieu continu classique 
ou apparalt un champ independant de rotation. Reissner [REI 65] l'avait fait 
- pour d'autres raisons et de maniere quelque peu differente. On precede ici 
comme suit. 

Les equations de conservation de Ia quantite de mouvement et du moment 
cinetique peuvent s'ecrire, Vx E B 

( au · ) divu + f = 0 ·, divu = =.!.Z.e· 8r; I 

skewu = 0 
[3] 

ou fest le vecteur des forces exterieures et u le tenseur contrainte de Cauchy. 
On utilise Ia decomposition euclidienne d'un tenseur du second ordre: 

u = symmu + skewu 
symmu = t(u + uT) ; skewu = t(u- uT) . 

[4] 
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Contrairement a Ia theorie classique, on suppose le tenseur u a priori non 
symetrique, Ia symetrie etant en fait imposee par Ia seconde equation [3]. 

On adopte comme lois cinematiques 

E = symm(Vu) ; 1/J = skew(Vu) [5] 

oil Ia premiere est Ia definition usuelle du tenseur deformation infinitesimal E 

et ou Ia seconde definit un champ de rotation independant 1/J, qui n'est autre 
que Ia rotation materielle infinitesimale definie par le tenseur antisymetrique 
des gradients des deplacements. 

La loi constitutive est donnee par 

syrnmu = Csymm(Vu) . [6] 

Ainsi, via les equations [3] a [6], on a reformule Ia· theorie classique des 
milieux continus en y faisant apparaitre un champ de rotation independant. 
La symetrie du tenseur contrainte n'y est pas imposee a priori. La partie 
antisymetrique des contraintes est alors conjuguee au champ de rotation. 

La formulation variationnelle associee s'enonce (voir aussi [REI 65]) 

ll(u,t/J,u)= l[-4symmu:C- 1symmu+u:(Vu-t/J)]dB-IText. [7] 

On verifie facilement que [3] a [6] sont les equations d'Euler-Lagrange de 
Ia forme integrale [7]. Recemment Hughes et Brezzi [HUG 89] ont effectue 
!'analyse de convergence de Ia forme [7] et conclu qu 'il fallait Ia modifier pour 
en garantir Ia stabilite dans Ia methode des elements finis (condition LBB, voir 
[HUG 87], p. 208). Cette forme modifiee (rcgularisation) 

IT,.(u, 1/J, u) = ll(u, 1/J, u)- 4l[skewu: r- 1 skewu]dB, [8] 

our est le parametre attache a Ia regularisation, conserve les equations d'Euler­
Lagrange [3] a [6] et produit !'equation supplementaire 

skewu = r(skew(Vu)- 1/J) [9] 

A vee cette derniere equation et Ia transformation de Legendre 

1 
-2symmu : c- 1 symmu + symmu : symm(Vu) = 

1 
2symm(Vu) : Csymm(Vu) , [10] 

on peut reduire le principe variationnel [8] a une forme qui ne fait intervenir 
que les variables cinematiques u et 1/J 
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II(u, 1/1) = ~ fa[symm(Vu): Csymm(Vu) 

+(skew(Vu)- ,P): 1(skew(Vu)- ,P)]dB- rr.~ 1 [11] 

Si !'on compare les formes variationnelles [2] et [11], on constate qu'elles 
sont toutes deux basees sur le meme type de variables cinematiques. Par suite, 
avec un choix adequat de fonctions d'interpolation, on peut rendre compatibles 
les elements structuraux et continus derives de [2] et [11]. 

3. Interpolations non conventionnelles pour les elements finis 

La pratique montre que les ingenieurs preferent modeliser leurs structures 
avec des elements finis simples (noeuds aux seuls sommets; meme nombre 
d'inconnues par noeud; diminution des risques d'erreurs de donnees). Cer­
tains elements finis de degre eleve peuvent etre tres sensibles aux distorsions 
(perte de precision), ce qui n'est pas necessairement le cas des elements de 
degre peu eleve. Par contre, ces derniers peuvent presenter des problemes de 
verrouillages (" lockings"). 

3.1. Poutre de Timoshenko 

La configuration de reference d'un element de poutre de Timoshenko a deux 
noeuds (fig. 3) est donnee par 

xhl = Nl(e)xl + N2(e)x2; L" = X2- xl; e = 2x/L"; 
L• 

N1(0 = ~(1- 0 , N2(e) = ~(1 +e) 
[12] 

ou x1 et x2 sont les coordonnees des noeuds; l'indice h caracterise !'approximation 
discrete. 

v1 ) 9~ v•) v2 ) 

----------------------------------
)/ 1+--1. - y_y'""--+12 .I 

Figure 3. Element de poutre de Timoshenko. 
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L'interpolation isoparametrique classique [ZIE 91], [BAT 90] des champs v 
et 0 

L" [13] 
Oh = N1({)81 + N2({)82 

L• 

conduit, via [1], aux deformations de flexion et de cisaillement 

[14] 
··/ = f.(v2- vt)- ~(81 + 82)- { ~(82- 81). 

L• 

Si maintenant on veut representer un etat de flexion pure ou, en d'autres 
termes, si on desire annuler toute deformation de cisaillement quel que soit 
e' on voit dans [14b] qu'il faut poser 02-01 = 0; il en resulte, dans [14a], 
l'annulation de toute courbure ... Au sens des elements finis, on dit qu'il se 
produit un blocage de cisaillement ("shear locking": [BAT 90], [HUG 87], [ZIE 
91]); mathematiquement, l'espace des approximations de Ia courbure, sous Ia 
contrainte 02-01 = 0, se reduit a un espace vide [BRE 86]. 

Parmi les nombreuses methodes de correction du verrouillage [IBF 93a], exa­
minons celle qui enrichit le champ des deplacements d'un terme hierarchique, 
car elle s'applique aussi aux milieux continus (voir 13): 

vh I = Nt ({)vt + N2({)v2 + N3({)o: 
L• 

N3(e) = (1- e) 
[15] 

Avec cette interpolation non conventionnelle, ou le parametre o: ne concerne 
que !'element et peut etre elimine avant assemblage par condensation (WIL 74], 
!'expression [14a] de Ia courbure ne change pas, tandis que le glissement s'ecrit 
main tenant 

[16] 

et peut s'annuler sans reduire le degre de }'approximation sur Ia courbure: il 
suffit d'imposer au terme entre crochets de s'annuler. On peut d'ailleurs le 
faire d'emblee et introduire le resultat dans [15], ce qui livre }'interpolation non 
conventionnelle (voir aussi [TES 81]) 
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[17] 

eliminant aussi le verrouillage. 

3.2. Membrane avec degre de liberte de rotation 

On peut utiliser une demarche semblable a celle ci-dessus pour construire 
des interpolations libres de blocage pour les elements de milieu continu avec 
rotation. Imposer l'annulation de la partie antisymetrique de la deformation du 
milieu continu est identique a imposer l'annulation du glissement de la poutre. 
Il s'agit done de construire une interpolation non conventionnelle qui realise cet 
objectif dans les elements d'ordre peu eleve. On montre ici comment proceder 
dans le cas d'un element de membrane a quatre noeuds (fig. 4). 

Figure 4. Membrane avec degris de Iiberti de rotation. 

La configuration de reference est definie par 

xh Is•= r:;=l NI(~, TJ)XI 
NI(~, TJ) = H1 + ~I~)(1 + TJITJ) 

4 

1 

1J 
3 

~ 

2 

[18] 

oil N I ( ~, TJ) sont les fonctions d 'interpolation bilineaires classiques (voir par 
exemple [HUG 87], [BAT 90], [ZIE 91]) et XI le vecteur des coordonnees des 
noeuds. Le champ de rotation infinitesimale 1/J est interpole conventionnelle­
ment 
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4 

..P ~--+ f!J" Is·= 'ENr(e, q)f/Jr [19] 
I=l 

Dans le cas bidimensionnel, ie tenseur antisymetrique .,P de [19] n'a qu'une 
composante non nulle notee f/J. 

En s'inspirant du cas de Ia poutre de Timoshenko (voir [15] ci-avant), on 
interpole non conventionnellement les deplacements sous Ia forme 

( ~~) ~--+ u" Is·= L:~=t Nr(e, q)ur + L:~=t M1(e, q)a:r 

Mt(e,fJ)=1-e2
; M2(e,q)=1-q2 

[20] 

OU U[ sont les translations nodales et O:J des parametres propres a l'element. 
On deduit, des interpolations precedentes, les deformations 

4 2 

symmV'u 1-+ £" = LBiur + L Gra:r [21] 
1=1 l=l 

ou les matrices B1 et Gr valent 

[22] 

Pour satisfaire au patch test, il faut faire subir a Ia matrice Gr une modi­
fication, discutee en detail dans [IBR 91a] et utilisee dans l'annexe 1 pour Ia 
construction de l'element de solide a 8 noeuds. 

Avec [19] et [20], Ia partie antisymetrique de Ia deformation vaut 

et, sous cette forme, on peut Ia contraindre a s'annuler (c[121 = 0), ce qui 
supprime la tendance au blocage de rotation. 

On peut etendre sans difficulte les developpements precedents au cas tridi­
mensionnel (voir l'annexe 1). De meme, on peut construire semblablement des 
elements triangulaires. 
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Remarques 
On peut etablir une autre interpolation non conventionnelle des deplacements 

en imposant des contraintes de non blocage appropriees sur les cotes de I 'element 
[IBR 90]: 

ul = L~=l N1({, fJ)Uf + L~=s N1({, '1)¥(1/JK- 1/JJ )nJK 

Nr(~, '1) = 1(1- {2 )(1 + '71'1); I= 5, 7 ; J =I- 4 [24] 
N1({,7]) = ~(1 +{I{)(1- 772

); I= 6,8; K = mod(J,4) + 1 

nJ K est Ia normale exterieure et LJ K Ia longueur du cote de !'element, associes 
aux noeuds J et K. Si !'on compare cette interpolation avec celle [17] de Ia 
poutre, on constate qu'elles soot parfaitement compatibles. II en est de meme 
des interpolations sur les rotations [13] et [19]. 

On peut etendre toutes les interpolations precedentes aux elements de mem­
brane et solide, et de plaque et coque de Reissner-Mindlin [IBR 91b], [IBF 93b]. 
Les interpolations de type [15] et [20] sont en general plus faciles a manipuler 
que [17] et [24], pour, pratiquement, Ia meme precision. Le developpement 
d'un element de plaque triangulaire a 3 noeuds est donne dans l'annexe 2. 

4. Applications numeriques 

Les exemples ci-apres cherchent a montrer que les elements presentes ici, 
munis de degres de rotation et bases sur une interpolation non conventionnelle, 
sont particulierement robustes et plus performants que les elements tradition­
nels. Ces exemples montrent aussi Ia souplesse d'emploi de ces elements, qui 
permettent de modeliser toute jonction de composants de nature differente. 
Les calculs ont ete effectues avec le programme FELINA [FRE 91] du LSC. 

4.1. Flexion pure d'une console 

Une poutre console a section rectangulaire (/ X b X h = 10 X 1 X 2) est 
deformee en flexion pure par un moment d'extremite (M = 20). 

La console (fig. 5) est discretisee p~r deux elements de membrane rect­
angulaires (maillage regulier) ou trapezoidaux (maillage distordu); le moment 
peut etre applique de deux manieres: soit par des forces nodales formant un 
couple (cas de charge consistant), soit par des moments nodaux statiquement 
equivalents (cas de charge inconsistant, mais ... bien pratique!). 

Le tableau 1 donne les resultats obtenus avec le maillage regulier. Le cas 
de charge consistant fournit Ia solution exacte; l'erreur est tres faible pour le 
cas de charge inconsistant. Ces resultats confirment que ces elements satisfont 
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au patch test d'ordre superieur, ce qui est un indice de leur robustesse [TAY 
86], [BAT 90]. 

~A hi-/ l l l 
B- ~ maillage regulier 

eel cc2 
a 

l = 10 h=2 b=1 -
E = 1500 v=O l z l 

maillage distordu 

Figure 5. Flexion pure d'une console (cc = cas de charge). 

Cas de charge VB tPB UA 

1: Couple 1. 0.2 30. 
2: Moments 1.0067 0.2017 30. 
Solution exacte 1. 0.2 30. 

Tableau 1. Flexion pure d'une console; mail/age regulier. 

On obtient une autre preuve de Ia robustesse des elements via le maillage 
distordu, caracterise par Ia distance a (fig. 5). La figure 6 montre que Ia 
precision est certes reduite, mais reste acceptable (un seul element sur h!). 

Par contre, pour une interpolation conventionnelle ( c 'est-a-dire sans les 
modes incompatibles lies aux parametres a dans [20]), Ia precision est tou­
jours largement insuffisante (courbes en traits interrompus, fig. 6). 

Remarque 
On obtient les memes resultats avec l'element solide a huit noeuds decrit 

en annexe. 
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1.4 ,...--------------. 

-A- VB 

-o- ytB 
1. 

CTA ~ -<>· e 
0 c 
.§ 
::I 

"' ~ 

0 1 2 3 4 a= 5 

cas de charge 1: couple de forces cas de charge 2: moments nodaux 

Figure 6. Flexion pure d'une console; mail/age distordu; resultats normes. 

4.2. Paroi sur colonnes: jonction poutre-membrane 

Une paroi, discretisee par des elements de membrane avec rotation nor­
male nodale, est portee par deux colonnes, discretisees chacune par une poutre 
classique de Bernoulli (fig. 7). Le tableau 2 donne quelques resultats. 

Modele UA BA MA MB 

x103 x107 

Membrane avec rotation 4.335 2.148 299.25 300.75 
Membrane sans rotation 17.214 860.7 0. 600. 
Theorie des poutres (paroi rigide) 4.304 0.000 300. 300. 

Tableau 2. Paroi sur colonnes. 

La paroi etant beaucoup plus rigide que les colonnes, la solution calculee 
tend vers le cas limite d 'une paroi in deformable ( derniere ligne du tableau 2). Si 
les elements de membrane n'ont pas de degre de liberte de rotation, la reponse 
est celle d'un autre probleme, ou les colonnes seraient articulees ala paroi en 
A (avant-derniere ligne du tableau 2). 



1.0 

300 

1.0 
A 

300 ,V 

B .... ~.-.xu 

Figure 7. Paroi sur colonnes. 

Remarque 
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1.0 
~ 

1. 

..... -. 

E =2 X 106 
v =0.3 

• paroi 
1=1. 

• colonnes 
A =7.9342 
I= 522.82 

Dans cet exemple, comme dans le suivant, on ne se preoccupe pas du detail 
de Ia jonction poutre-membrane; ce probleme est examine plus loin (sect. 4.6). 

4.3. Daile sur colonne: jonction poutre-plaque 

Une plaque carn~e est supportee en son centre par une colonne et chargee 
en ses coins par des moments agissant normalement a son plan (fig. 8). La 
plaque est discretisee par des elements de coque contenant Ia rotation normale 
(six inconnues par noeud, voir sect. 4.4), ce qui permet !'introduction directe 
du cas de charge decrit ci-dessus. La colonne est une poutre classique. 

Les quatre moments appliques sur Ia plaque passent en moment de torsion 
dans Ia colonne; on en deduit, avec Ia constante de torsion J et Ia theorie de 
Saint-Venant, Ia solution analytique du tableau 3. La dalle, dans son ensemble, 
pi vote autour du sommet de Ia colonne avec quasiment le meme angle (0.39467x 
10-3). 

Remarque 
L'element JET est construit avec le connecteur de rotation d'Allman [ALL 

84], qui n'est pas une vraie rotation. 
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200 

200 

E = 2 X 106 

v =. 3 
I= 10. 
J = 790.55 

Figure 8. Daile supportee par une colonne centrale. 

Angle de rotation 
Modele au sommet de Ia 

colonne 
Coque avec rotation normale 0.39466 X 10 ·J 

Element JET (FRE 89] 0.39470 X 10 ·J 

Theorie des poutres 0.39466 X 10 .;1 

Tableau 3. Daile sur colonne. 

4.4. Plaque plissee console 

200 

200 

Une structure plissee a deux pans (fig. 9), encastree d'un cote, chargee au 
bord oppose, est un test simple illustrant le probleme de Ia jonction spatiale 
d'elements de coque. Dans (BAT 81], on a utilise des elements de transition, 
tandis que chez (BER 89), on a impose les conditions cinematiques alajonction. 

On a utilise ici un element de coque obtenu par superposition de Ia mem­
brane avec rotation normale, precedemment discutee, avec une plaque de Reiss­
ner-Mindlin decrite dans [IBF 93b]. On obtient ainsi un element a quatre 
noeuds et six inconnues par noeud, capable de s'adapter a toute intersection 
de coque. Le tableau 4 donne quelques resultats. 
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y·w 3 X 10 7 E = 
·--·•Y· v v = 0 

t = 0.124 

x.u I = 1.26 
b = 1 
a= 30° 
p = 1000 
q = 1000 

Figure 9. Plaque plissee console. 

cas de charge p cas de charge q 
.Modele Maillage VA WA UA WA 

X 104 X 104 X 104 X 104 

Coque a six 6x3 -1817 -8319 -1362 542 
degres de 12 X 6 -1817 -8393 -1393 555 
liberte 24 X 12 -1817 -8404 -1418 567 
par noeud 
Bernadou [BER 89] 6x3 -1817 -8372 - -
Theorie des poutres 
(v = 0) 
sans - -1817 -8395 - -
avec - -1817 -8407 - -

prise en compte de 
I 'effort tranchant 

Tableau 4. Deplacements de l'extremiU libre de Ia plaque plissie console. 

4.5. Structure plissce 

Chez [SCO 61] on trouve des resultats analytiques et experimentaux pour 
Ia structure plissee representee a Ia figure 10. Cet exemple a ete calcule par 
les elements de coque a 4 noeuds et 6 inconnues par noeud. Deplacements 
verticaux ct contraintes normales au feuillet moyen sont donnes, pour Ia section 
mcdiane, au tableau 5. 
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Modele Maillage Wa Wb We Wd We WJ 
x105 x105 x105 x105 x10~ x105 

Coque avec 6x3 -1352 -764 81 81 -764 -1352 
rotation 12 X 6 -1353 -790 83 83 -790 -1353 
normale 24 X 12 -1358 -798 83 83 -798 -1358 
Analytique - -1360 -800 80 80 -800 -1360 
Experimen. - - -580 130 120 -630 -
Modele Maillage Uya Uyb U11 e Uyd Uye Uuf 
Coque avec 6x3 1146 -760 96 -96 760 -1146 
rotation 12 X 6 1200 -797 96 -96 797 -1200 
normale 24 X 12 1216 -807 97 -97 807 -1216 
Analytique - 1214 -807 103 -103 807 -1214 
Experimen. - 950 -530 80 30 480 -900 

Tableau 5. Structure plissee. 

E = 10.6 X lo6 psi 
v = 1/3 

1.8 3.0 epaisseur: 0.063 in 
3.0 

diaphragme d'extremite (u = w = Oy = 0) 

Figure 10. Structure plissee. 
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On voit qu'un maillage assez grassier (6 X 3) livre des resultats deja fort 
precis pour les deplacements, alors que les contraintes necessitent un mail­
lage un peu plus fin. On observe que les resultats experimentaux sont un 
peu differents (conditions aux limites!) et ne refletent pas l'antisymetrie du 
probleme. 

4.6. Encastrement d'une poutre dans un demi-plan 

Dans les exemples precedents, on n'a pas raffine le maillage dans les zones 
de jonction des divers composants structuraux: il s'agissait en fait de verifier 
que le transfert des grandeurs statiques et cinematiques etait realise d'une part, 
et que !'analyse de Ia structure dans son ensemble etait correcte d'autre part. 

Dans cet exemple, on examine en detaill'etat de contrainte et deformation 
du voisinage de l'encastrement elastique d'une poutre (a section rectangulaire) 
dans le demi-plan infini (fig. 11). Ce probleme a ete etudie analytiquement 
par [MUS 53] et experimentalement par [DON 60]. 

b/2 

h =I 
M M 

) 
E = 29.93 
v =0 
I =1 
b =10 
M = 16376 

region de Ia connexion maillage 

Figure 11. Poutre encastree dans le demi-plan infini. 

La solution de [MUS 53] suppose que Ia section d'encastrement reste plane; 
sous l'effet d'un moment M, elle tourne de !'angle (t = 1.) 
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(} = 161rM 
Eh2{1r2 + /n2[(3- v)/(1 + v)]} 

ce que les essais de [DON 60] ont confirme. En realite toutefois, Ia section 
d 'encastrement ne reste pas plane, et, de plus, il se produit, aux angles droits 
rentrants, une singularite du champ des contraintes. 

On a discretise une portion du demi-plan (fig. 11) en elements de membrane 
avec rotation normale. La poutre et sa jonction au demi-plan sont discretisees 
de trois fa~ons differentes: 

(a) Ia poutre est modelisee par des elements de poutre cla.ssiques et Ia 
jonction avec Je demi-plan a lieu ponctuellement au noeud commun median de 
Ia section d'encastrement; quand Ia taille h. des elements finis de membrane 
diminue, Ia singularite de cette jonction se manifeste toujours davantage; 

(b) Ia poutre est modelisee comme ci-dessus et, quand h. ~ h/2, c'est-a-dire 
quand deux ou plusieurs elements de membrane sont en contact direct avec Ia 
section d'encastrement de Ia poutre, on impose a cette derniere de rester plane 
(via, dans FELINA, les contrainte lineaires); on doit ainsi converger vers Ia 
solution [MUS 53]; 

(c) pour le maillage le plus fin du demi-plan (h. = h/8), on a prolonge ce 
maillage dans Ia poutre. 

Le tableau 6 donne Ia rotation de l'axe de Ia poutre au droit de Ia section 
d 'encastrement. 

h/h. - Discretisation (a) (b) (c) 
0.167 0.022 - -
0.33 0.100 - -

0.5 0.226 - -

1. 0.906 - -

2. 3.630 0.172 -
4. 14.500 0.215 -

8. 58.000 0.243 0.214 
Analytique [MUS 53] 0.248 0.248 0.248 

Experiment. [DON 60] 0.252 0.252 0.252 

Tableau 6. Rotation de /'axe de Ia poutre (x 10 2 ). 

On en conclut que Ia singularite attachee a Ia discretisation (a) se mani­
feste avant qu 'on puisse imposer des contraintes line aires: si h. ~ h, cette 
discretisation est trop souple. II faut en effet remarquer que, dans ce probleme, 
Ia deformation se concentre dans une zone relativement petite au voisinage de 
Ia section de jonction (fig. 12). 
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Figure 12. Deplacement (x50), h/he = 4. 

20 
- analytique 
--- hlh,=2 
-D- hlh,=4 

"b 15 -o- hlh,=8 - -<>- tout membrane, hlh,=8, milieu semi-infmi 
-6.- tout membrane, hi h,=8, poutre 

10 

5 

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 

demi hauteur de la poutre 

Figure 13. Diagramme de Ia contrainte normale sur Ia demi-section d'encas­
trement. 
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La solution analytique [MUS 53] donne une singularite de Ia contrainte 
normale aux extremites de Ia section d'encastrement. Le modele en elements 
finis, par nature, attenue cette singularite (fig. 13). 

Remarque 
L'analyse d'une telle jonction avec des elements classiques de membrane 

(sans les degres de liberte de rotation) impose de prolonger Ia poutre dans le 
maillage du demi-plan infini. Un modele numerique de ce type a ete d'ecrit 
dans [COO 91] et son analyse de convergence a ete etudie par Ciarlet et ses 
collaborateurs (par exemple, voir [CIA 87] et ses propres references). 

4.7. Murs de refend couples 

La figure 14 presente deux murs de refend en equerre, couples par des 
traverses. Cette structure spatiale a ete testee par [TSO 73] sur un modele en 
plexiglas. 

Wx 

/ t-5.39"--l 
~paisseur 0.39" 11 !O"t 

~.__-
poutres 

Figure 14. Murs de refend couples. 

hauteur d'~tage 6" 

hauteur des poutres 1.5'' 

La modelisation est composee de poutres de Mindlin spatiales pour les tra­
verses et d'elements rectangulaires de coque, a six degres de liberte par noeud, 
pour les murs. On a realise trois reseaux dont deux sont representes a Ia figure 
17, le plus grassier ne comportant que deux couches d'elements coque par etage; 
si h est Ia hauteur de poutre des traverses et h~ le cote vertical des elements de 
coque, ces trois reseaux se caracterisent par les rapports h/he = 0.5, 1 et 2. 
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On deduit de l'etude de Ia section 4.6 que les modelisations h/he = 0.5 
d'une part, et h/he = 2 avec contraintes lineaires d'autre part, donneront des 
resultats valables, les autres possibilites etant trop flexibles. C'est bien ce qui 
ressort des figures 15 et 16 (Ie reseau h/he = 1, non represente, auquel on 
ne peut pas imposer de contraintes lineaires, donne une fleche au sommet de 
0.0924 in). La figure 17 montre les deformees de cette structure, soulignant son 
comportement spatial complexe qui ne peut pas etre apprehende si la coque ne 
possede pas de degre de liberte selon Ia rotation normale. 

Remarque 
Les figures 15 et 16 montrent que tous les resultats numeriques sont un peu 

plus rigides que les valeurs experimentales. II est probable qu'un peu de fluage 
se soit manifeste dans le modele en plexiglas. 

;g 
9 
~ 

'E! 
<1l ..c:: 

48 

42 

36 

30 

24 

18 

12 

6 

L ... J 

e essai, TSO & BISW AS 
•••• methode "continuous connection", TSO & BISWAS 
- - methode "frame", KW AN [KW A 92] 
-o- modele propose sans contraintes lineaires, hlhe=O.S 
-t:.- modele propose avec contraintes lineaires, hi he =2. 
-<>- modele propose sans contraintes lineaires, hi he=2. 

0~--~~--~--~----~--~--------~--~~--~ 
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.12 0.14 0.16 0.18 

deplacement u [in] 

Figure 15. Deplacement u. 
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48 

42 

36 

'2 
30 

::=. 

~ 24 

j 
18 

e essai, TSO & BISW AS 12 

6 

•• • • methode "continuous connection", TSO & BISW AS 
-o- modele propose sans contraintes lineaires, hlhe=0.5 
-ll- modele propose avec contraintes lineaires, hlhe=2. 
-<>- modele propose sans contraintes lineaires, hlhe=2. 

0 
0.000 0.005 0.010 0,015 

rotation Oz [rad] 

Figure 16. Rotation Oz. 

Figure 17. Deformees (x 50) pour les mail/ages h/he= 0.5 et 2. 
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5. Conclusions 

On a presente dans cette contribution une nouvelle famille d'elements finis 
de solides (hi- et tridimentionnels), caracterisee par la presence d 'inconnues 
nodales non seulement de translation, mais aussi de rotation. De ce fait, 
ces elements peuvent aisement etre combines avec des elements structuraux 
(poutres, plaques, coques). 

Un ingredient essentiel de ces elements est !'utilisation d'interpolations non 
conventionnelles, qui rendent les elements tres robustes tout en annulant les 
phenomenes de blocage. Ces interpolations s'appliquent d'ailleurs aussi aux 
elements structuraux, avec les memes effets benefiques. 

Un objectif important vise par ce travail est la simplification des problemes 
de discretisation des structures complexes que l'ingenieur praticien rencontre, 
en particulier au niveau de l'intercompatibilite des elements finis. L'adjonction 
des degres de liberte de rotation: 

(a) permet Ia jonction des elements structuraux et soli des; 
(b) supprime toutes les difficultes liees au fameux sixieme degre de liberte 

des coques; 
(c) accroit Ia precision des elements sans augmenter le nombre de noeuds. 
Les developpements ici presentes peuvent s'etendre au domaine non lineaire 

(par exemple [IBR 93a], [IBF 93b], [IBR 93c]). 
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6. Annexes 

6.1 Annexe 1: Element solide a 8 noeuds 

On donne ici Ia derivation d'un element de solide a 8 noeuds (fig. 2b) 
avec champ independant de rotation. L'element a 48 inconnues nodales et sa 
geometrie est definie par 

[25] 

ou NI(e, 7], () sont les fonctions d'interpolations standard et x1 les coordonnees 
nodales. Le tenseur antimetrique de rotation '1/J est d'abord transforme en le 
vecteur axial ~ a son tour interpo!e par 
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8 

1/J ~ ·J/ Ia• = "£ N1(€, IJ, ();p 1 [26] 
/=1 

L 'interpolation non conventionnelle des deplacements de translation est de 
la forme 

[27] 

OU UJ sont les deplacements nodaUX et O.J les parametres de !'element, qui 
seront condenses au niveau de !'element. 

Les deformations infinitesimales s'ecrivent 

8 3 

symm(\i'u) ~ Eh Ia• = 2: B1ui + 2: G1o.I [28] 
1=1 1=1 

ou la matrice B1 vaut 

8NJ/8x1 o o 
o 8NI/8x2 o 
o o 8NJ/ox3 

8NJ/8x2 oNJ/oxl 0 
[29] 

o 8NJ/ox3 8NJ/8x2 
8NJ/ox3 0 8NJ/8x1 

tandis que la matrice G1 a, pour !'instant, une allure semblable 

8MJ/8x1 0 0 
0 8MI/8x2 o 
o o 8MJ/ox3 

8MJ/8x2 8MJ/8x1 0 
[30] 

o 8MJ/ox3 8MI/8x2 
8MJ/ox3 o 8MJ/8x1 

Cette matrice doit etre modifiee pour garantir l'orthogonalite vis-a-vis du 
champ de contrainte constant [IBR 91a] 

G +-- G = G - - G dB ~ 1 1 
Be B• 

[31] 

La partie antimetrique des gradients des deplacements est d'abord representee 
par son vecteur axial w. Avec les interpolations precedentes, il vient 
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8 3 

skew('Vu) ........ wh Is· = I: A[U[ + I: EJO:[ [32] 
1=1 1=1 

ou 

[33] 

tandis que EI a Ia meme forme, MI y rempla~ant NI. 
La forme matricielle du principe variationnel [11] est alors 

Nel u (aeT(Keae + FeT o:e) = re) [34] 
e=1 

o:eT(Feae + Heo:e) = 0; VeE [l,Neij 

ou Ia premiere equation traduit }'assemblage (union) des N el elements finis. 
Les diverses matrices sont 

[35] 

[36] 

et 
[37] 

Toutes les integrales s'evaluent avec une quadrature de Gauss a 2 x 2 x 2 
points. On elimine les parametres o:e au niveau de l'element par condensation, 
pour obtenir Ia matrice de rigidite finale 

[38] 

6.2 Annexe 2: Element de plaque a 3 noeuds 

On developpe ici !'interpolation non conventionnelle d'un element de plaque 
triangulaire. Cet element est aux plaques d'epaisseur moderee ce que l'element 
DKT bien connu [BBH 80] est aux plaques minces. 

La configuration de reference est donnee par 
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3 

xh l..v= 'LHr(hr)xr; Hr(hr) = hr (39] 
1=1 

ou xh sont les coordonnees des noeuds J, K et L, et Hr(hr) = hrles coordonnees 
triangulaires (ZIE 91]. 

Le champ de rotation de plaque est interpole par 

3 6 

Oh lA•= 'LHr(hr)Or + L HL(hJ,hx)nJK D.flJx; 
/:1 L=4 

J = L- 3; I< = mod(L, 3) + 1 (40] 

ou 8r sont les composantes nodales du vecteur rotation; D.OJK est Ia rotation 
au milieu du cote JK, associee au mode hierarchique HL (hJ. hx) = 4 hJ hx; 
n 1 K est le vecteur de Ia normale exterieure au cote J K. 

En regardant chaque cote de !'element comme une poutre de Timoshenko, 
on peut obtenir !'interpolation non conventionnelle suivante pour le deplacement 
transversal 

(41] 

ou ML (hJ ), hx = 4 hJ hx (hx - hJ) sont les fonctions d'interpolations. 
Les courbures decoulent de Ia derivation de (40] 

(42] 

A partir de (40] et (41], on obtient !'approximation du glissement assode au 
cisaillement transversal via Ia notion d'interpolation independante du glisse­
ment ("assumed shear strain interpolation" (HUG 81]) 

3 3 2 
"'Y lA•= L Hr(hrhr + L Hr(hr) 

3 
T (niJD.Orx- nrxD.On] 

1=1 1=1 tiJniK 

""fJ = tT ~IK [,/KnlJWK + l:JllJKWJ- ( 11~n1J + l:JllJK)WI 
1

1
J T 1 T 1 T T ] +2nrJn1x6x- 2nrxniJ8J + 2(niJnrK- nrKniJ)8r 

[43] 



Modclisation unifice des structures en EF 283 

On peut encore verifier que les rotations a mi-cote ll.O s'identifient aux 
parametres d'une interpolation par modes incompatibles. On a developpe, sem­
blablement, un element quadrilateral (IBR 92a], qu'on peut, en le degenerant 
comme indique dans (IBR 91c], ramener au triangle ci-dessus. 

6.3 Annexe 3: Catalogue d'elements 

On a introduit, dans le code FELINA (FRE 91], une famille d'elements 
construits sur les bases presentees dans cet article: 

Probleme Nom Description Nombre d'inconnues 
Plaque PQ23 Plaque de Mindlin a 4 noeuds 12 

PT23 Plaque de Mindlin a 3 noeuds 9 
2D MQ2 Membrane a 4 noeuds 12 

MT23 Membrane a 3 noeuds 9 
3D SQ2 Coque de Mindlin a 4 noeuds 24 

ST23 Coque de Mindlin a 3 noeuds 18 
SOL2 Solide (brique) a 4 noeuds 48 

Joints aux classiques ressorts, barres et poutres, ils permettent d'analyser 
toute structure sans probleme de compatibilite. 

Remarques 
On prefere Ia forme quadrilaterale a celle triangulaire, cette derniere servant 

plutot a boucher les trous d'un maillage. 
Plusieurs de ces elements ont ret;u des extensions dans le domaine non 

lineaire. 
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