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RESUME. L'utilisation croissante des materiaux composites dans les applications industrielles 
(aeronautiques, spatiales, medicates, ... ) necessite pour les concepteurs de posseder des 
methodes de calcul par elements finis qui soient fiables et rapides vis-a-vis de Ia prevision du 
comportement mecanique des structures composites. Cet article presente /'extension de Ia 
formulation de I' element fini tridimensionnel de coque degenere fondee sur Ia theorie de 
Mindlin, pour Ia resolution de problemes statiques, de flambement lineaire et en vibrations 
libres de structures composites ou stratifiees. L'element fini de coque developpe possede cinq 
noeuds et quarante degres de liberte. Ensuite sont presentes les resultats numeriques obtenus 
sur quelques cas tests et exemples d'applications reelles montrant Ia validite de /'element de 
coque developpe. 

ABSTRACT. Due to the increased use of composite materials in industrial applications, reliable 
and efficient finite element methods are needed for the analysis and design of composite 
structures. This paper deals with the extension of the formulation of the three-D degenerated 
shell element based on the Mindlin theory for the analysis of static, linear buckling and free 
vibrations problems of composite and sandwich structures. The shell element has 5 nodes 
and 40 degrees of freedom. Numerical results obtained for benchmark and real tests are 
presented and compared showing the validity of the present shell element. 

MOTS-CLES : Elements finis, coques, modelisation, materiaux composites, fl.ambement, 
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1. Introduction 

Les materiaux composites a renforts fibreux sont de plus en plus frequemment 
utilises dans les domaines de l'aeronautique, de l'espace, de I' automobile, de Ia marine 
etegalement de Ia medecine [BOU 89], [GAY 89], [DUP 89]. En effet ils permettent 
notamment d'obtenir des rigidit.es elevees de composants structuraux, associees a des 
masses faibles a partir de leurs proprietes mecaniques intrinseques couplees a des 
arrangements specifiques de sequences d'empilement 

Cet int.er~t croissant pour Ia realisation de composants industriels en materiaux 
composites a conduit parallelement au developpement de plusieurs nouvelles 
methodes numeriques par elements finis dans le but d'obtenir lors des phases de 
conception, une prevision Ia plus reelle possible du comportement mecanique statique 
et dynamique de ces pieces soumises a differentes sollicitations lors de leur 
utilisation. 

Par contre, la plupart de ces materiaux composites a haute perfomance presentent 
un faible rapport entre les modules de cisaillement transverse et le module d'Young 
longitudinal (valeur comprise entre 20 et 50) compare a celui existant pour les 
materiaux metalliques classiques (proche de 3 en general). En consequence les 
deformations de cisaillement transerve peuvent ~tre importantes et peuvent conduire 
dans certains cas, a des reductions significatives de Ia rigidite en flexion des structures 
[WHI 87], [NOO 90]. C'est pourquoi, pour le cas des structures composites stratifiees 
ou sandwich, les effets de deformation de cisaillement transverse ne peuvent pas ~tre 
ignores comme dans les modeles fondes sur Ia thOOrie classique de Love-Kirchhoff. 

Dans ce contexte, il apparait necessaire d'utiliser pour Ia modelisation de structures 
composites des modeles par elements finis fondes sur les hypotheses de Ia theorie de 
Reissner/Mindlin [MIN 51], [REI 45] qui supposent que Ia normale a Ia surface 
moyenne non deformee de la coque ne reste pas forcement normale a la surface 
moyenne apres deformation d'une part, et d'autre part qui permettent de prendre en 
compte l'influence des deformations de cisaillement transverse. 

Pour Ia modelisation par elements finis de ces structures tridimensionnelles 
complexes (voilure, bee debord d'attaque, ... ), plusieurs approches sont possibles 
[BAT 92]. La premiere conceme les elements courbes fondes sur Ia theorie des coques 
avec une description curviligne [BAT 77], [GEO 83]. La discretisation de Ia coque a 
l'aide de facettes planes triangulaires ou quadrilateres [CHA 88], [FAF 89], [LAR 90] 
constitue Ia deuxieme approche. La troisieme et demiere est relative a l'utilisation 
d'elements finis isoparametriques degeneres [AHM 70], [GIR 77], [GIR 80], [OWE 
83], [COR 88]. 

L'objet de cet article est de presenter l'extension de Ia formulation de I' element fmi 
de coque tridimensionnel degenere, develop¢ initialement par Ahmad et al. [AHM 
70], pour l'analyse de problemes statiques, de flambement lineaire et en vibrations 
libres de coques composites ou stratifiees. 

La premiere partie de I' article decrit Ia formulation isoparametrique de cet element 
fini qui est fondee sur celle de l'element tridimensionnel hexaedrique a vingt noeuds 
[DHA 84] en considerant une variation lineaire des deplacements suivant l'epaisseur et 
l'hypothese des contraintes planes. Apres Ia presentation geometrique et cinematique 
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retenues pour I' element, sont defmies les relations defonnations-deplacements, les lois 
de comportement avec la prise en compte des facteurs de correction de cisaillement 
transversal. Les matrices elementaires de rigidite lineai.re, de rigidite geometrique et de 
masse et le vecteur des charges equivalent sont etablis. 

La demiere partie conceme Ia presentation de resultats numeriques obtenus avec 
l'element de coque sur des problemes statiques lineaires, de vibrations libres, de deter
mination de charges critiques de flam bement lineaire de plaques et coques composites 
ou sandwich. Les resultats sont compares soit a des resultats provenant de la 
litterature, soit a des resutats experimentaux. 

2. Description de l'element fini de coque 

2.1 Definition geometrique 

L'element fmi decrit dans cet article [SIM 81], [GIR 86], [GEO 86] est un element 
a 16 noeuds repartis en deux groupes de 8 noeuds appartenant a Ia surface superieure et 
inferieure de Ia coque (jigure 1). 

Pour la description geometrique de cet element de coque, trois systemes de 
coordonnees sont utilises. Le premier systeme est le repere fixe orthononne de 
coordonnees globales cartesiennes X, Y, Z. Le second systeme correspond au systeme 
de coordonnees curvilignes ~. T\ et' et le troisieme est associe au repere local 
orthonorme de coordonnees x', y' et z' (jigure 1). 

Les surfaces ' = ± 1 sont associees aux deux faces superieure et inferieure de Ia 
coque tandis que les surfaces T\ = ± 1 correspondent aux deux faces laterales et les 
surfaces ~ = 0 et T\ = 0 sont associees aux plans possedant les noeuds intennediaires. 

Les huit nreuds de Ia face superieure et ceux de Ia face inferieure de l'element de 
coque sont respectivement definis par les coordonnees suivantes : 

[1] 

Soit r le vecteur position d'un point quelconque Q de Ia coque, il est defini 
geometriquement en fonction des coordonnees parametriques ~. T\ et C par : 

x. 
1 

-z, 
1 

[2] 

ou < x y z > sont les coordonnees du point Q dans le repere global et les termes Ni 
(~. T\) sont les fonctions d'interpolation de Serendip [DHA 84]. 
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z 
y z' 

Figure 1 : Description georrt.etrique de telbnent de coque tridimensionnel degenere 

L'expression [2] peut encore s'exprimer sous Ia forme suivante : 

X· 
1 

z. 
1 

(
1 + ~ )~ 

+ -2- v3i [3] 

ou le vecteur V 3i est construit a partir des coordonnees des noeuds des faces superieure 
et inferieure correspondant au point i. II est defmi par : 

+ 
xi -xi 

~ 

{V3i } = + [4] Yi - Yi 

+ 
zi - zi 

II convient de remarquer que le long d'une facette laterale ~ = ± 1 ou 11 = ± l,les 
interpolations ne dependent que des noeuds situes sur cette facette. Par consequence, Ia 
modelisation geometrique est continue aux interfaces des elements. Par contre les 
plans tangents aux surfaces ' = Cte soot discontinus. 
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2.2 Formulation cinematique 

Du point de vue de Ia cinematique, I' element de coque tridimensionnel degenere est 
defini par huit noeuds situes sur Ia surface de reference et cinq degres de liberte par 
noeud (figure 2). 

Dans Ia fonnulation choisie pour l'element de coque, Ia surface de reference retenue 
correspond a Ia face inferieure de l'element Si l'on desire caracteriser Ia cinematique de 
Ia surface moyenne de Ia coque par des degres de liberte, deux elements seront alors 
juxtaposes en faisant corncider les deux faces inferieures. 

Soit U le champ de deplacement d'un point quelconque de Ia coque. II s'ecrit : 

[5] 

ou < u v w > represente les composantes du vecteur deplacement du point quelconque, 
< ui vi Wi > sont les composantes de deplacement du noeud i appartenant a Ia surface 
de reference et < ~ Pi > sont les deux composantes de Ia rotation du vecteur unitaire 
V 3i pour chaque noeud i. Le tenne li represente I 'epaisseur au point i, defmi par : 

u 
v 
w 

a 
1 

---+ 
t. = II v3. II 

1 1 

a~ 2 ' S1rlacemoyenne t z 

< ~~ ~ 
Figure 2: Variables nodales de l'element 

[6] 
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2.3 Relations deformations-deplacements 

Le tenseur des deformations de Green-Lagrange S
1exprime dans le repere local 

dlaxes {x1
, y1

, Z
1

} defini par l'ensemble des trois vecteurs unitaires, sous Ia forme 
simplifiee suivante : 

[7] 

avec < E1 > = < E1x1x1 E
1

y1y1 E
1x1y1 E

1x1z1 E
1

y1z1 > 
Les vecteurs {E1L} et {E 1NLl representent respectivement les vecteurs des 

deformations lineaires et non lineaires. 
Le vecteur des deformations lineaires est defini par : 

u,x' 

v.y~ 

1 I I 

{Er_} = 2 (u,y' + v.x·) [8] 
1 I I 

2 (u,z~ + w,x•) 

1 ' ' 
2 (v,z' + w,y•) 

oil U
1

, V
1 et w' sont les composantes du deplacement dans le repere local. 

Le vecteur des deformations non lineaires s'exprime sous Ia forme suivante : 

1 '2 '2 '2 
2 (u,x' + v,x' + w,x•) 

1 '2 '2 '2 

2 (u,y' + v,y' + w,y') 

[9] 

1 I I I I I I 

2 (u,y.u,z' + v,y.v,z' + w,y'W,z•) 

1 I I t I I I 

2 (u,z.u,x' + v,z'v,x' + w,z'w,x') 
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Considerons le vecteur des deformations lineaires ( E1L} [8], cette expression peut 
se mettre sous Ia forme matricielle suivante : 

0 I 

{~} =[A] {g} [10] 

oii [ A' ] est une matrice de dimensions 5 x 9 contenant soit des termes unite, soit 
1 tl I ttel 0 0 0 I I 0 I I I nus e e vecteur < g > es que : < u •xl u 'YI u ,z1 v •x' v •y' v •z' w •x' w •y' w ,z•>. 
Soit [ P ] Ia matrice des cosinus directeurs qui permet de passer du repere local au 

repere global. Les derivees des deplacements par rapport aux coordonnees locales x', 
y', z' sont reliees aux derivees des deplacements dans le repere global par Ia relation 
suivante: 

[11] 

En re-ordonnant Ies deux matrices des derivees des deplacements locaux et globaux 
definies ci-dessus, Ia relation [11] slecrit: 

I 

{g}=[Q]{g} [12] 

oii Ia matrice [ Q ] est de dimensions 9 x 9 et est fonction des matrices des cosinus di
recteurs [ P ]. Le vecteur < g >est tel que:< u,x u,y u,z v,x v,y v,z w,x w,y w,z >. 

Exprimons maintenant Ies derivees des deplacements globaux en fonction des 
cterivees par rapport aux coordonnees curvilignes ~. 11 et ~- Elles sont definies 
classiquement [DHA 84] par !'expression suivante: 

[
u v w ] [u'" v," w," l •x •x •x ~ ~ ~ 

U,y v,y W,y = ( J rl u,
11 

v,
11 

W,
11 

u,z v,z w,z u,~ v,~ w,~ 

[13] 

oii [ J r 1 est l'inverse de Ia matrice jacobienne. 
En considerant les expressions [12] et [13], le vecteur des deformations lineaires 

[10] devient : 

I 

{~}=[A] [Q] [J*] { G} [14] 
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avec le vecteur < G > = < u,~ u,11 u,~ v ·~ v ,11 v ·~ w ·~ w ,11 w ·~ > et avec la matrice 
[ J * ] defmie par : 

[ 

r1 o 
[J *] = 0 J -1 

0 0 

2.4 Relations deformations-variables nodales de l'ellment 

Soit le vecteur des variables nodales { di ) associe au noeud i de l'element : 

<d. > = < u. v. w. a. R. > 
1 1 1 1 1 1-'1 

[15] 

[16] 

En considerant la relation [5] associee aux deplacements u, v et w et les fonctions 
d'interpolation de Serendip Ni (i = 1, 8), l'expression du vecteur des derivees des 
deplacements { G ) par rapport aux coordonnees curvilignes peut s'ecrire sous la 
forme suivante : 

8 

{ G } = :E [Hi] { di} 
i = 1 

[17] 

ou [ H i ] est une matrice de dimensions 9 x 5 qui depend uniquement des fonctions 
d'interpolation Ni et de ses derivees. 

Definissons le vecteur des deplacements nodaux de l'element de coque a huit 
noeuds: 

Le vecteur des derivees des deplacements ( G ) s'ecrit : 

{G}=[H]{d} [19] 

ou la matrice [ H ] est une matrice de dimensions 9 x 40, composee des huit matrices 
[Hi]. 

Finalement en employant les expressions [14] et [19], le vecteur des deformations 
lineaires [10] s'ecrit en fonction des variables nodales de I' element: 

{~} = [ B] { d} [20] 

avec la matrice [ B ] telle que : 

I 

[B]=[A][Q][J*][H] [21] 
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2.5 Relations contraintes-deformations 

Soit one coque composee d'un nombre fini de couches de materiaux orthotropes 
differents parfaitement liees les ones aux autres, et disposees l'une sur l'autre avec des 
angles d'orientation differents suivant la direction ~- Les axes 1, 2 et 3 constituent le 
repere local d'orthotropie pour un materiau donne avec les axes 1 et 2 dans le plan do 
pli respectivement parallele et perpendiculaire aux fibres (figure 1). L'axe 3 est 
perpendiculaire au plan forme par les axes 1 et 2 et est confondu avec l'axe local z'. 

Chaque couche do stratifie est supposee avoir un comportement lineaire elastique. 
En negligeant la contrainte normale transverse 0'33 (hypothese de contraintes 

planes), les relations contraintes-deformations pour one couche k s'ecrivent dans son 
repere local d'orthotropie : 

{cr}=[D]{E} [22] 

ou le vecteur (Jest egal a< cru 0"22 t12 t13 t23 >,le vecteur des contraintes 
et le vecteur £est egal a< e11 e22 Y12 'Yl3 'Y23 >, le vecteur des deformations. 

La matrice de la loi de comportement [ D ] do materiau correspondant a la couche 
k est defmie par : 

Dn D12 0 0 0 

D12 D22 0 0 0 

[D] = 0 0 D33 0 0 [23] 

0 0 0 D44 0 

0 0 0 0 Dss 

avec: 

Du = Eu/(l-v12v21); D22 = ~2l(l-v12v21) 

D12 = E22Vt/(l-v12V21); D33 = 012 [24] 

D44 = kl 013; Dss =~ 023 

ou E 11 et E22 sont respectivement les modules d'Y oung longitudinal (direction 1) et 
transversal {direction 2). G12 est le module de cisaillement dans le plan 1-2 et G13 et 
G23 sont respectivement les modules de cisaillement associes aux plans 1-3 et 2-3. 
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v12 est le coefficient de Poisson associant Ia deformation transversale induite par une 
contrainte longitudinale. Les termes k 1 et k2 sont respectivement les facteurs de 
correction de cisaillement associes aux plans 1-2 et 2-3 et sont consideres constants 
pour !'ensemble du stratifie. En appliquant aux relations [22] des changements de base 
qui correspondent a une rotation d'angle e autour de l'axe 3, les relations 
contraintes-deformations s'expriment dans le repere local {x', y', z'} : 

{ cr' } = [ D ] { E' } [25] 

avec la matrice [ D ] telle que : 

[D]=[T][D][T]T [26] 

et 1a matrice [ T ] : 

m2 n2 2mn 0 0 

2 m2 -2mn 0 0 n 

[T]= mn mn m2n2 0 0 [27] 

0 0 0 m -n 

0 0 0 -n m 

avec m = case, n = sine et e, I' angle entre Ia direction 1 des fibres et I' axe local x'. 

2.6 Matrice de rigidite lineaire 

A partir de !'expression du Principe du Travail Virtuel interne pour un element et 
en considerant les expressions [20] et [25], la matrice de rigidite lineaire s'ecrit en 
fonction des coordonnees curvilignes ~. 11 et ' : 

ou det [ J ] est le determinant de la matrice jacobienne [ J ] . 
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Compte tenu que Ia matrice de Ia loi de comportement est consideree constante 
pour chaque couche du stratifie constituant Ia coque, Ia matrice de rigidite lineaire de 
l'element s'ecrit : 

[ Kd = k ~ 1 r r fk [ B) T [ D ][ B ] T det [ J] ~dlld~ [29] 

-1 -1 ~ 
k-1 

ou Nestle nombre de couches et zk et zk-1 soot les cotes inferieure et superieure de 
lacouchek. 

La matrice de rigidite elementaire est evaluee numeriquement pli par pli en 
utilisant soit un schema d'integration de Gauss [DHA 84] avec 3 points dans chacune 
des deux directions~ et 11. soit une integration reduite avec 2 x 2 points. Pour les 
structures minces !'utilisation du schema d'integration a 3 points conduit au 
phenomene de verrouillage du cisaillement transversal et ainsi a une surestimation de 
Ia rigidite de Ia structure. Pour remedier a ce probleme de verrouillage, Ia solution Ia 
plus souvent retenue est celle qui consiste a appliquer Ia technique de !'integration 
reduite avec 2 x 2 points [ZIE 71]. 

2.7 Vecteur des efforts exterieurs 

Soit un ensemble de forces F par unite de surface s'appliquant sur une surface 
donnee S, le travail virtue} dii aux efforts exterieurs a pour expression : 

Jf <F> ( OU] dS 

s 

[30] 

ou < F > represente le vecteur des composantes des forces appliquees et < U > Ie 
vecteur des trois composantes du deplacement d'un point quelconque de Ia coque. 

En employant Ia relation [5] exprimant les composantes du vecteur deplacement 
en fonction de Ni (~. 11), fonctions d'interpolation et !'expression du vecteur des 
variables nodales de l'element, nous pouvons ecrire : 

{U}=[N]{d} [31] 

ou [ N ] est une matrice de dimensions 3 x 40 contenant les fonctions d'interpolation 
de Serendip. 
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En introduisant l'expression [31] dans Ia relation [30], est obtenu le vecteur des 
forces equivalentes : 

( Fe } = r r [ N] T ( F } det[ J] d~dT] [32} 

-1 -1 

2.8 Matrice de masse lineaire 

La matrice de masse pour un element s'obtient en discretisant le travail virtuel dO 
aux forces d'inertie de d'Alembert : 

Iff p < U > ( U} dV [33] 

Ve 

oii p, < 0 > et < U > representent respectivement Ia masse volumique, les 
composantes tangentielles et normale du vecteur acceleration et le vecteur des trois 
composantes du deplacement d'un point quelconque de la coque. 

En considerant le vecteur des variables nodales ( di } associe au noeud i de 
l'element [16] et le vecteur deplacement < U > definie par Ia relation [5] ce demier, 
peut se re-ecrire sous la forme suivante : 

8 

{ u } = L [ Li ] { di } [34] 
i =1 

oil [ Li ] est une matrice de dimensions 3 x 5 faisant apparaitre les fonctions 
d'interpolation Ni (~. 11) et les composantes des vecteurs unitaires locaux. 

En definissant Ia matrice [ L ] de dimensions 3 x 40 constituee de Ia juxta
position des huit matrices [ Li ], la matrice de masse elementaire s'ecrit: 

1 1 ~k 

[ M} =k~l pk JJI i [LIT [ L I det [ J I d~dT]d~ [351 

k-1 

avec Pk• masse volumique de Ia couche k. 



Modelisation de structures composites 369 

Pour revaluation de Ia matrice de masse elementaire le schema d'integration avec 
3 x 3 points de Gauss suivant ~ et 11 est retenu et avec 2 points (pour chaque pli) 
suivant l'epaisseur. 

L'approche presentee ci-dessus pour representee Ia matrice de masse elementaire 
correspond a Ia notion de masse coherente qui consiste a discretiser le travail des 
forces d'inertie en utilisant des fonctions d'interpolation identiques a celles de Ia 
formulation cinematique. Toutefois, d'autres methodes existent qui permettent 
d'obtenir pour certains elements une matrice coherente diagonale de masse avec prise 
en compte des termes d'inertie de rotation et qui conduisent a de bons resultats [HIN 
79], [SUR 78]. 

3. Resultats numeriques 

3.1 Analyse statique de panneaux composites 

Le premier exemple presente concerne l'analyse du comportement statique de 
panneaux composites stratifies SOumis a un chargement de pression sinuso1dale. 

Ce probleme a ete etudie par Leissa et Whitney [LEI 69] qui ont determine une 
solution analytique en considerant les hypotheses de Kirchhoff. 

En raison des hypotheses retenues, toutes les analyses numeriques effectuees ont 
porte sur des panneaux minces dontle rapport epaisseur/largeur (h/l) a ete choisi egal 
a 100. Au coors de cette etude, deux series de panneaux composites sont analysees. La 
premiere serie est relative a des panneaux encastres sur les quatre cotes, dont les 
nappes de fibres unidirectionnelles sont orientees altemativement par rapport a l'axe x 
de Ia plaque et sont d'epaisseur constante (figure 3 ci-dessous). 

z 

A 

B 
Figure 3 : Description du panneau composite 

Deux sequences d'empilement sont examinees : 
[ +8/-8] et [ +8/-8/+8/-8/+8/-8] 

Les caracteristiques mecaniques considerees pour le materiau sont : 
E111E22 = 40; v12 = 0,25 ; G121E22 = Gt3fE22 = 1 
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Les conditions aux limites appliquees correspondent a un encastrement sur les 
quatre ootes avec la condition supplementaire que les deplacements tangentiels sont 
libres: 

- le long des cotes AB et CD v = w = a = ~ = 0 
- le long des cotes BC et AD u = w = a = ~ = 0 

Par raison de double symetrie du probleme, un quart du panneau est discretise. Le 
maillage retenu est un decoupage de 2 x 2 elements de coque. Le chargement applique 
sur la structure est le suivant: 

. 1tX . 1ty 
p=p0 sm-smL L [36] 

Les calculs sont effectues en utilisant le schema d'integration reduite et en 
considerant la valeur de 5/6 pour les coefficients k1 et k2 compte tenu du rapport h/l. 
Les resultats numeriques obtenus sur le deplacement vertical au centre du panneau et 
pour differents angles d'orientation des fibres du materiau sont reportes sous forme 
adimensionnelle dans le tableau 1, ci-dessous. 

-0/+0 (en °) 0=0 o = 15 0= 30 0=45 

w anal. 2.704 4.271 4.838 4.667 
w calcul 2.723 4.291 4.858 4.688 

-0/+0/-0/+0/-0/+0 
-w anal. 1.017 0.608 0.434 0.337 
w calcul 1.021 0.613 0.438 0.341 

Tableau 1 :Valeurs adimensionnel/es du deplacement vertical au centre du panneau 
encastre. 

[37] 

Nous pouvons noter une excellente correspondance entre les resultats analytiques 
determines par Leissa et al. et ceux obtenus par !'element fini tridimensionnel 
degenere de coque. Des ecarts maxima de 1 % sont observes. 

Les structures composites etudiees statiquement dans Ia deuxieme serie, sont des 
panneaux carres dont les quatre cotes reposent sur des appuis glissants et dont les plis 
sont maintenant croises par rapport a I' axe x (figure 3 ). Comme precedemment, deux 
sequences d'empilement sont considerees : 

[Oo/90o] et [Ool90o/Oo/90o] 
Les conditions aux limites imposees sont : 

- le long des cotes AB et CD u = w = 0 
- le long des cotes BC et AD v = w = 0 
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Le maillage utilise pour les calculs, le schema d'integration reduite retenu et le 
chargement applique sont les memes que ceux consideres pour les panneaux a plis 
altemes. 

Les calculs par elements finis des panneaux soot realises pour differentes valeurs 
du rapport d'anisotropie E 111E22 et en considerant les caracteristiques suivantes : 

v12 = 0,25 ; G12fE22 = G131E22 = 0,5 
Les valeurs calculees avec l'element fmi de coque epaisse sur 1a fleche w au centre 

des panneaux, soot donnees sous forme adimensionnelle dans le tableau 2 ainsi que 
celles determinees analytiquement par Leissa et al. [LEI 69]. Des ecarts maxima de 
1% soot obtenus entre les valeurs determinees theoriquement et les valeurs calculees 
qui soulignent Ia fiabilite de !'element fini de coque vis-a-vis de Ia prevision du 
comportement statique de structures composites minces. 

0°190° E IE = 10 E IE = 20 E IE = 30 E IE =4CJ 
11 zz 11 zz 11 zz 11 zz -w anal. 1.589 1.194 0.959 0.802 

w calcul 1.590 1.197 0.964 0.807 
0°190°10°190° 

w anal. 1.017 0.608 0.434 0.337 - calcul 1.021 0.613 0.438 0.341 w 

Tableau 2 :Valeurs adimensionnelles du deplacement vertical au centre du panneau 
en simples appuis. 

3.2 Analyse en vibrations libres de plaques sandwich 

Le deuxieme exemple decrit dans cet article est relatif a I' analyse experimentale et 
numerique du comportement en vibrations libres d'une plaque carree sandwich epaisse 
en conditions libres-libres. Les objectifs de cette etude soot d'examiner I' influence du 
cisaillement transversal sur les frequences et modes propres d'une structure sandwich 
d'une part et d'autre part d'evaluer 1a capacite de !'element de coque sur 1a modelisation 
de problemes dynamiques reels. 

La plaque epaisse est constituee de deux couches d'acier d'epaisseur unitaire 3 mm 
et de quatre couches de mousse polyurethanne d'epaisseur unitaire de 15,65 mm et de 
31,3 mm. L'empilement de 1a structure est symetrique lfigure 4 ci dessous). 

Figure 4 : Definition de Ia plaque sandwich 
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Les dimensions geometriques sont les suivantes (figure 4) : 
L =I= 900 mm ; h = 99,9 mm ; d1 = 15,65 mm ; d2 = 16,65 mm ; d3 = 49,95 mm 

Les caracteristiques mecaniques employees pour l'acier sont : 
Ea = 210 GPa ; v = 0,3 et Pa = 7800 kgtm3 

et pour 1a mousse : Em = 88 MPa; v =0,3 et Pm = 700 kgtm3 
Compte tenu de Ia double symetrie du probleme, un quart de Ia plaque est 

discretise. Le decoupage retenu est un maillage avec 4 x 4 elements de coque. Pour 1a 
determination des modes de flexion symetriques ou antisymetriques suivant les 
directions X et Y, des conditions soit de symetrie, soit d'antisymetrie sont imposees 
le long des axes X et Y. 

Les valeurs numeriques obtenues sur les six premieres frequences propres de Ia 
plaque epaisse sandwich sont donnees dans le tableau 3 en considerant respectivement 
pour le coefficient de cisaillement k Ia valeur usuelle de 5/6 et Ia valeur de 1/350 
environ pour l'empilement considere, calculee selon Ia methode de Ia flexion 
cylindrique [OWE 83]. 

Dans ce marne tableau sont reportees egalement les valeurs experimentales des 
frequences propres determinees a l'IMFL a l'aide d'un montage specifique pour Ia 
realisation des conditions libres-libres et a partir d'une methode d'excitation 
impulsionnelle. Les deformees modales associees aux frequences propres sont 
obtenues par excitation harmonique et au moyen d'un capteur de vitesse deplace sur 
toute 1a structure. 

Nous constatons que les resultats numeriques obtenus sur les frequences propres 
en considerant le coefficient k de 1/350, sont a moins de 5 % par rapport aux valeurs 
experimentales. Seul un ecart de l'ordre de 12% est observe pour le quatrieme mode. 
Ce resultat est toutefois relativement satisfaisant en raison des difficultes d'obtention 
d'une homogeneite parfaite de 1a mousse polyurethanne. 

Le tableau 3 montre egalement l'importance des facteurs de correction de 
cisaillement transversal sur le comportement dynamique des structures sandwich 
epaisses. L'utilisation pour le coefficient k de Ia valeur 5/6 conduit effectivement a 
des ecarts de 50 % environ sur les premiers modes propres par rapport aux valeurs 
experimentales. Pour les modes superieurs, des rapports de 4 environ sont obtenus 
entre les valeurs numeriques et celles relevees experimentalement sur Ia plaque 
sandwich. 

No Type Calcul pour Calcul pour Valeurs Ecarts 
du mode k = 5/6 k modifie experiment. % 

ler A.-A. 154,6 Hz 723Hz 745Hz 3 
2eme S.-S. 2282Hz 105,4 Hz 101,8 Hz 35 
3eme S.-S. 2827Hz 1096Hz 111,5 Hz 17 
4eme S.-A. 3919Hz 123,9 Hz 141Hz 12 
Seme S.-A. 6848Hz 160,3 Hz 175Hz 3 
6eme S.-S. 695,8 Hz 159,4 Hz 165Hz 5 

Type; A.= Antisymetrique; S. = Symetrique 
Tableau 3 : Valeurs numeriques et experimentales des frequences propres de Ia 
plaque sandwich. 
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3.3 Flambement de panneaux sandwich sous compression 

Le troisieme et dernier exemple presente conceme l'etude experimentale et 
numerique du comportement au flam bement global de panneaux sandwich simplement 
appuyes, sous compression axiale. 

Les panneaux sandwich realises a l'IMFL, sont composes de deux semelles 
identiques en carbone Haute Resistance Brochier T300/914C, d'une arne centrale en 
nid d'abeille Nomex d'Hexcel et d'un film de colle Redux arme d'un tissu en nylon 
Les deux revetements en materiaux composites sont constitues d'un empilement de 
trois couches [+0/0°/-0] d'epaisseur unitaire 0,125 mm. Au cours de cette etude, quatre 
angles d'orientation des nappes unidirectionnelles de carbone sont consideres par 
rapport a l'axe de chargement X : 0°, 30°, 45°et 75°. 

L'epaisseur de nid d'abeille est de 10 mm et celle du film de colle est de 0,2 mm. 
La geometrie detaillee des eprouvettes est montree sur lafigure 5. 

Les caracteristiques mecaniques des materiaux employes sont : 
* Carbone HR T300/914C 

E11 = 135,4 GPa; E22 = 8,5 GPa 
G12 = G13 = G23 = 5,15 GPa; v12 = 0,317 

* nid d'abeille Nomex 
E33 = 55 MPa ; G13 = 26 MPa ; G23 = 10 MPa 

Dans le but d'obtenir des conditions parfaites d'appuis simples sur les quatre cotes 
des panneaux, un montage d'essai specifique a ete realise qui reprend en appuis 
rotulants les bords des panneaux soumis aux efforts de compression et les deux autres 
bords en appuis glissants. Les appuis rotulants sont realises a l'aide d'inserts 
metalliques cylindriques emprisonnes entre les deux flasques du montage et les appuis 
glissants de demi-ronds metalliques (figure 6). 

L'evolution numerique des charges critiques et des modes de flambement est 
effectuee en considerant un seul maillage de 5 x 5 elements de coque sur le quart de 
chaque panneau analyse. 

Les calculs sont realises en prenant pour le coefficient de cisaillement k, Ia valeur 
de 5/6 et en appliquant le schema d'integration reduite. 

Dans le tableau 4, sont repartees les valeurs numeriques obtenues sur les charges 
lineaires de flambement pour les quatre sequences d'empilement ainsi que les valeurs 
determinees experimentalement. 

Charges critiques 
(en daN) oo 30° 45° 75° 
Calcul 4800 5650 5820 4600 

Experience 5590 5680 5650 5180 

Tableau 4 : Charges critiques calcutees et experimentales des panneaux sandwich 
sous compression. 
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Figure 5 : Description du panneau sandwich 
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Figure 6 : Description du montage experimental 
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Nous constatons que les charges de flam bement obtenues avec l'element de coque 
sont tres proches des valeurs experimentales. Pour les nappes orientees suivant l'axe 
de chargement (0°), un ecart de 15 % environ apparait. Ce dernier est tout a fait 
acceptable compte tenu des difficultes de mise en reuvre des conditions aux. limites. 

II convient de noter que toutes les charges critiques calculees sont associees a un 
mode de flam bement symetrique suivant Ia direction X. Ce phenomene est effective
ment constate experimentalement au debut du flam bement mais rapidement Ia rupture 
des panneaux est atteinte par cisaillement du nid d'abeille et se situe generalement vers 
l'un des bords comprimes axialement 

4. Conclusion 

La fonnulation complete de l'element degenere de coque epaisse a huit noeuds et 
quarante degres de liberte pour Ia modelisation du comportement de coques composites 
stratifiees minces ou epaisses a ete presentee. II a ete montre que cet element peut etre 
efficacement applique pour Ia resolution de problemes industriels au travers des 
differents analyses statiques, de vibrations libres et de flam bement lin~ire de coques 
etudiees. 
L'extension de Ia fonnulation sera prochainement etendue au domaine non lineaire 
goometrique et materielle. 
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