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RESUME. Un elhnent fini co triangulaire de coque a trois nC£uds bien adapte aux calculs 
prenant en compte les non-linearites geometriques est propose. La cinematique de I' ell!menJ 
est de type isoparametrique 3D degeneree et le verrouillage en cisaillement transverse est 
evite par I' utilisation d' une interpolation des distorsions transverses. Un repere materiel lie 
aux cotes de I' elemenJ permet de fixer naturellemenJ les valeurs nod ales des deformations de 
cisaillement. Les modifications induites par cette technique concement aussi bien les termes 
non lineaires de deformations que les termes lineaires et son/ prises en compte a tous les 
niveaux de Ia mise en oeuvre du schema de Newton et notammenJ pour le calcul de Ia matrice 
de conJrainte initiale. L' elemenJ fonctionne avec un seul ensemble de points de Gauss le long 
de Ia normale au centre de gravite et s' avere tres economique en temps de calcul. Un 
ensemble d' exemples montre des performances correctes dans les cas lineaires et une grande 
efficacite pour les tests non lineaires. Une simulation d' emboutissage est presentee. 
L' elemenJ est particulierement bien adapte ace typed' utilisation. 

ABSTRACT. A co three node shell finite element well suited to calculations where geometrical 
non-linearities are taken into account is proposed. The element is based on isoparametric 
continuum based kinematics and shear locking is avoided by using an inJerpolation of the 
tranverse shear strain components. A materia/frame related to the element side is considered 
to define the nodal values of tranverse shear strains. The modifications concern the linear 
and non-linear parts of the strains. They are taken into accounJ at any level of the Newton 
scheme and in particular to calculate the initial stress matrix. The element works using a 
single set of Gauss points along the normal at the center to be very efficient from the 
computational point of view. A set of examples show a correct efficiency in linear 
calculations and very good performances in non-linear tests. A numerical simulation of sheet 
metal forming is described and the element appears to be well adapted for these types of 
calculations. 
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1. Introduction 

Parmi les structures mecaniques dont les conditions de fonctionnement 
necessitent une modelisation numerique, une part importante d'entre elles presentent 
une dimension petite par rapport aux autres et sont correctement approchees par une 
theorie de coque. Les elements finis de coques sont nombreux et de plus en plus 
efficaces. Lorsque Ia modelisation decrit un phenomene d'evolution fortement non 
Iineaire, par exemple un procecte de mise en forme tel que l'emboutissage des toles, 
Ia methode incrementale mise en oeuvre conduit a resoudre le probleme de fa~;on 
iterative et multiplie le nombre des calculs. Le nombre de ces iterations peut etre tres 
important pour des applications industrielles de geometrie et d'evolution complexes. 
Les elements finis de coques alors utilises doivent etre le mains cofiteux possible en 
temps de calcul. L'emploi de certains d'entre eux, notamment a haut degre 
d'interpolation et demandant un nombre de points d'integration eleve est rendu 
impossible en pratique pour ce type d'applications. L'objectif de cet article est de 
proposer un element fini de coque triangulaire a trois nreuds et cinq degres de liberte 
par nreud, a interpolation lineaire, fonctionnant avec un seul ensemble de points 
d'integration le long de la normale au centre de gravite, peu cofiteux en temps de 
calcul et done bien adapte aux calculs d'evolution non lineaires demandant un grand 
nombre d'iterations. 

Les elements finis de coque de continuite co construits sur une cinematique de 
Mindlin sont actuellement les plus utilises meme dans les cas ou Ia structure 
modelisee verifie bien !'hypothese de Kirchhoff. Ceci s'explique par la difficulte 
rencontree a formuler des elements conformes bases sur !'hypothese de Kirchhoff qui 
impose une continuite cl du deplacement et done la continuite de la normale entre 
les elements. L'impossibilite d'une connexion nodale simple a ete demontree [IRO 
65] dans ce cas pour un element triangulaire de plaque ou de coque. Parmi les 
elements co, la construction introduite par Ahmad [AHM 71][STA 85] [STA 86] 
permet de formuler une famille d'elements de coque dits "3D degeneres" de fa~;on 
commode et efficace qui assure la continuite de Ia description geometrique. Une 
grande part des elements actuellement utilises dans Ies codes de calcul sont construits 
sur cette cinematique. Pourtant les elements de coque co directement bases sur une 
hypothese de Mindlin conduisent dans le cadre d'une approche en deplacements a des 
problemes dits de verrouillage en cisaillement (et en membrane pour les elements 
courbes). La solution numerique obtenue est mauvaise lorsque l'epaisseur de 
!'element devient tres faible par rapport aux autres dimensions. Dans le cas 
d'elements a bas degre d'interpolation le resultat est errone queUe que soit l'epaisseur. 
Dans le but de pallier cette difficulte plusieurs approches sont utilisees. En 
conservant Ia formulation en deplacements, Ia technique Ia plus simple est 
!'integration rectuite ou selective de I'energie de cisaillement transverse [ZIE 71][HUG 
78]. L'equivalence de ces techniques avec une formulation mixte a ete demontree 
[MAL 78]. Neanmoins elle s'avere insuffisante dans le cas des elements a faible 
degre d'interpolation et notamment pour le triangle lineaire. Une autre approche 
consiste en la construction d'elements bases sur des conditions de Kirchhoff discretes 
(triangles DKT, quadrangles DKQ)[BAT 80][BAT 80][BER 86]. Des fonctions 
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d'interpolation de haut degre sont utilisees dans une cincmatique de Mindlin et les 
conditions de Kirchhoff en certains points particuliers adaptent ces fonctions aux 
nombre de ddl de l'element. Des extensions de cette technique ont ete elaborees pour 
tenir compte des cisaillements transverses (triangles DST, quadrangles DSQ) [BAT 
89][ZIE 90]. Les dements ainsi construits sont tres efficaces, surtout les triangles 
DKT (ou DST). lis necessitent neanmoins l'emploi de plusieurs ensembles de point<> 
d'integration numerique et leur extensions aux etudes non lineaires geometriques 
n'est pas sans probleme. D'autres elements sont bases sur une formulation mixte 
telle que le principe de Hellinger-Reissner ou de Wu-Washizu [PRA 69] [SUM 
83)[SIM 89]. Les elements obtenus sont performants et presentent certains avantages 
tels que Ia determination precise des cisaillements transverses [PIN 91]. Pourtant Ia 
construction de ces elements est compliquee, couteuse en temps de calcul et ils sont 
done mal adaptes aux simulations d'evolutions fortement non lineaires. 

L'element triangulaire propose, du type 3D dcgenere, reste dans Ie cadre d'une 
formulation en dcplacements et s'appuie sur une technique dite d'interpolation des 
distorsions transverses ou interpolation mixte [HUG 81][DVO 84][HUG 87][STO 
89]. Les deformations de cisaillement transverses ne sont pas les derivees classiques 
du champ de dcplacements mais sont interpolees a partir de valeurs nodales fixees par 
des hypotheses sur !'evolution du cisaillement. L'equivalence d'une telle methode 
avec les principes de Hellinger-Reissner ou de Wu-Washizu a ete montree [SIM 86]. 
Dans Ie triangle propose un repere materiel intermectiaire lie au cote de I'element est 
introduit ou les distorsions transverses sont supposees constantes le long des cotes. 
La formulation est simple et naturelle et conceme aussi bien les termes non lincaires 
de deformation que les termes lineaires. Les modifications induites sont prises en 
compte dans les matrices d'interpolation des deformations, dans les matrices de 
rigidite, et dans les matrices de contrainte initiale apparaissant dans Ia methode de 
Newton sur chaque increment de chargement. Aucun facteur d'ajustement numerique 
n'est necessaire et l'element ne presente pas de mode a energie nulle (en considerant 
un assemblage de plusieurs elements). Les solutions sont obtenues pour toute 
epaisseur de Ia coque et le verrouillage est evite. Un seul ensemble de points 
d'integration le long de Ia normale au centre de gravite est suffisant. L'element est 
tres economique en temps de calcul et done bien adapte aux simulations non lineaires 
a grand nombre d'iterations. A titre d'exemple, une simulation numerique 
d'emboutissage est decrite ou le triangle permet un gain de temps de moitie par 
rapport au quadrangle MITC4 [DVO 84], pour un me me nombre d'inconnues 
nodales. 

2. Formulation integrale 
du second membre 

modification des matrices de rigidite et 

2.1. Formulation lagrangienne reactualisee 

Les calculs de structures envisages sont des problemes d'evolution quasi statique 
avec prise en compte des non-linearites materielles et geometriques. La resolution en 
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est effectuee par l'utilisation d'une methode incrementale de type lagrangienne 
reactualisee associee a une methode de Newton. Le chargement est decoupe en 
increments et sur chacun d'eux un schema iteratif de Newton est utilise. La 
configuration d'equilibre obtenue en fin d'increment convergent precedent constitue Ia 
configuration initiale C0 pour l'increment en cours. On note ao Ia valeur de Ia 
quantite a au debut de l'increment en cours. Si une approche en deplacements est 
utilisee, comme c'est le cas le plus classique dans Ia methode des elements finis, Ia 
minimisation de l'energie potentielle peut etre ecrite a l'instant t sur Ia configuration 
initiale C0 en utilisant les deux variables conjuguees E, tenseur des deformations de 
Green-Lagrange et S second tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff: 

f (Du(E)TJY s dVo - f TJ T r dVo - ( TIT t dSo = G(u,TJ) = 0 
vo Yo Jrto 

VTJ champ de deplacements cinematiquement admissible a zero. 
ou 

Du(A} Ou = ~A(u+aOu~ 
da 

est la derivee de Frechet de A par rapport a u dans Ia direction ou, 

rt est Ia partie de Ia frontiere a effort impose t et f l'effort de volume. Ces deux 

demieres quantites seront supposees independantes du deplacement. 

Cette equation non lineaire est linearisee sur chaque increment par une methode 
de Newton. A I' iteration j+ 1 les deplacements ui+l= Ui + ~ui sont cherches comme 
solutions du systeme lineaire suivant : 

Du(G(u,TJ))j ~u i =- G(u,TJ)j 

soit : 

qui peut etre mis sous Ia forme : 

[ 1] 

[2] 

[3] 



Coque a trois nreuds 183 

ou A est l'operateur d'assemblage sur !'ensemble des eh!ments, Ki et Kcrj sont les 
matrices de rigidites et de contraintes initiates a !'iteration j et 8 i Ia matrice 
d'interpolation des deformations telle que : 

Du[E](Il = 8i(u:)ll: 

an et an e representent le vecteur des composantes nodales d'un champ a 
respectivement sur !'ensemble de Ia structure et sur !'element considere. 

L'increment de deplacement est calcule jusqu'a ce que le second membre de 
!'equation [1] devienne inferieur a une tolerance fixee. L'evaluation de Ia matrice 
d'interpolation des deformations 8 ainsi que de K et Kcr necessite !'interpolation 

cinematique reliant le deplacement d'un point quelconque aux degres de liberte de 
!'element et !'interpolation geometrique reliant Ia position d'un point de Ia coque a Ia 
position des nreuds. 

2.2. Cinematique de Ahmad 

Les elements finis de coques (ou de plaques) s'appuyant sur une cinematique co 
de Mindlin s'averent plus satisfaisants que ceux bases sur une hypothese de Kirchhoff 
meme dans les cas ou l'epaisseur de Ia coque est faible. L'element fini propose fait 
partie de Ia famille des elements co dits "3D degeneres" introduits par Ahmad [AHM 
71 ][ST A 85] [ST A 86][HUG 87]. Une large part des elements de coques efficaces 
utilises dans les logiciels de calculs de structures actuels sont construits sur ce type 
de cinematique. 

Un repere materiel covariant en un point quelconque de position x, dans 
l'epaisseur de Ia coque, est defini a partir des coordonnees dans !'element de reference 
~ et 11 (figure I) et de Ia coordonnee dans l'epaisseur ~ E [ -1, I] : 

ax 
gl=-

a~ 

La surface moycnne de !'element est telle que ~=0 et contient les 
nreuds d'interpolation. Des vecteurs pseudo-normaux unitaires Xi dont Ia direction 
est definie a partir des points superieurs et inferieurs de Ia coque au nreud i assurent 

Ia continuite de Ia description geometrique. Notant x i Ia position dans le repere 

cartesien orthonormc de base des nreuds, !'interpolation de Ia geometric est definie 
par: 

3 3 . 

x(~.l'J.~) = L Ni(~.l'J) ~ + ~ L Ni(~.ll) b.:_x i 
i=l i=l 2 [4] 



184 Revue europeenne des elements finis. Vol. 2- n° 2/1993 

oii les fonctions d'interpolation lineaires dans le triangle de reference sont utilisees : 

[5] 

et oii ai represente Ia valeur de Ia quantite a au nreud i et hi l'epaisseur de Ia coque au 
nreud i. 

Elwent de reference 

X 

Figure 1. Geometrie de l'ellment 

Un repere othonorme (V 10i, V 20i ,V 30i ) est associe a chaque nreud i avec 
V 30i = X30i · On peut ensuite choisir, par exemple, V 10i dans le plan Oxz . Notant 
ei = 91i V 10i + ()zi V 20i le vecteur rotation de Ia pseudo-normale au nreud i (suppose 

petit sur un increment) et u i le vecteur deplacement du nreud i, l'interpolation du 

deplacement d'un point quelconque de Ia coque est donnee par : 

3 3 . 

u(M) = L Ni(~,fl) gi + cL. Ni(~,fl) h' (-el Vzb + ai v,b) 
i=l i=l 2 [6] 
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Dans le cadre de !'approche lagrangienne reactualisee presentee en 2.1, Ia 
configuration de reference est celle atteinte en fin d'increment convergent precedent et 
u le cteplacement par rapport a cette configuration. Cinq degres de liberte sont definis 
en chaque nreuds, trois composantes de cteplacement du nreud dans le repere de base 
du probleme et deux composantes de deformation suivant V 10 i et V 20 i. Cette 

cinematique coincide avec celle de Mindlin si les vecteurs pseudonormaux sont 
effectivement perpendiculaires a Ia coque. Sinon elle en est proche notamment dans 
le sens oii les distorsions transverses peuvent etre non nulles contrairement a 
!'hypothese de Kirchhoff. 

L'interpolation de Ia geometric et des deplacements est faite par les memes 
fonctions lineaires. Ceci est interessant dans l'objectif des calculs non lineaires dans 
Ia mesure oii cette approche est coherente avec le schema de Ia methode incrementale 
oii les deplacements obtenus en fin d'increment sont ajoutes aux cteplacements du 
debut d'increment [BAT 82]. 

2.3. Separation des energies et modification des rigidites et du 
second membre 

Si les interpolations [4] et (6] presentees ci-dessus sont utilisees directement 
pour calculer les matrices B d'interpolation des deformations et les matrices de 
rigidite K et de contrainte initiale K 0 , J'element fini obtenu presente un tres 

important verrouillage de cisaillement. Pour remedier a cet inconvenient, on peut 
construire des elements a partir des principes mixtes de Hellinger-Reissner ou de Wu­
Washizu [PRA 69][SUM 83]. Une alternative a !'utilisation de formulations mixtes 
consiste, dans le cadre de !'approche en deplacements, a separer Jes travaux virtuels 
des efforts interieurs de membrane-flexion d'une part et de cisaillement transverse 
d'autre part et d'operer une modification de Ia partie cisaillement de maniere a eviter 
Je verrouillage. Le theoreme des travaux virtuels peut etre ecrit : 

* * * T mb + T s - T ext = G(u;rJ) = 0 

oii : 

T •mb = fv!Du[E~J ri)T[s ~]eN o 

represente le travail virtue! des efforts interieurs de membrane et 
flexion, 

T •s = f (Du [Ea3] ll)T [ S a3] eN o 
vo 

represente le travail virtuel des efforts interieurs de cisaillement 
transverse tandis que 
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T•ext= f T]TfdVo + f T]TtdSo 
Yo r,o 

represente le travail virtue! des efforts exterieurs. 

Dans les expressions ci-dessus, 
[Eaf3] represente le vecteur a trois composantes [E 11 E22 2E12]T (deformations de 
membrane et flexion), 
[Ea31 represente le vecteur a deux composantes [2E13 2E23 ]T (distorsions 
transverses), 
rsaf3] represente le vecteur a trois composantes [S 11 S22 S 12]T (contraintes de 
membrane et flexion), 
[Sa3 ] represente le vecteur a deux composantes [S 13 S23 ]T (contraintes de 
cisaillement transverse). 

L'equation iterative donnee par Ia methode de Newton [I] devient: 

La derivee du travail des efforts interieurs de membrane-flexion permet de faire 
apparaitre des matrices de rigidite et de contraintes initiales Kmb et Kamb telles 

que: 

soit : 
Du (T*mb)j L\Uj = 11J [(Kcrmb)i +(Kmb)j] (L\un}j 

ou !'interpolation des deformations de membrane-flexion est dcfinie 
par: 

e e e e e 

Du[Eaf3]11 = lBmblln+ NI.BmtJ-un)lln =BmtJ-un)lln 

i i 
lincaire non lineaire 

[7] 

[8] 
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est l'operateur tangent de comportement de membrane-flexion consistant a Ia 
methode de Newton pour les termes de membrane-flexion. La connaissance de Ia 
densite specifique d'energie de deformation W(E) dans le cas hyperelastique ou Ia 
connaissance de Ia densite specifique d'energie de deformation W(Ee) et du potentiel 
plastique <l>(S,Q) permet le calcul de cet operateur dans les cas elastoplastiques. 

Les matrices de rigidite Kmb et de contrainte initiale Komb sont de Ia forme : 

et 

f G~b HmJsa~Jj Gmb dVo 

~ 

[9] 

[10] 

La forme explicite des matrices Gmb et Hmb pour !'element propose est donnee 

en 4.1. 
Une mise en equation similaire peut etre faite en ce qui concerne les termes de 

cisaillement transverse mais en utilisant une interpolation modifiee des distorsions : 

[11] 

i i 
lineaire non lineaire 

La notation 8 s signifie que !'interpolation des distorsions transverses a ete 

modifiee pour eviter le verrouillage. Les matrices de rigidite et de contrainte initiale 

de distorsion transverse sont alors definies a partir de Ia derivee du travail des efforts 
interieurs de cisaillement : 

D" ( T•, 1 &u, = ~J 1 L ( NLil, (&u:) )J [s"'1 dVo] 

+ ~J 1 t (B.<u:>)J ( C, \ (ii,<u:l! dVo] &u: 

[12] 

Du (T; }j ~Uj = TJJ [(Kcrs}j +(Ks)J (~un h 
soit : 

(Ks)i = A f {8s)T (C 5 )j {8s)i dVo 
elt V.: 

0 [13] 

(Kcrs)i = A f G~ H 5 [Sa
31 G 5 dVo 

elt V.: 
0 [14] 
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avec: 

( c s)j = i{ sa3Jj 
({Ea3]j 

operateur de comportement de cisaillement tangent consistant a Ia methode de 
Newton pour les termes de cisaillement transverse. La forme explicite des operateurs 
G s et H s est don nee pour !'element propose en 4.2. lis prennent en compte Ia 
modification d'interpolation [ 11 ]. Les efforts interieurs apparaissant dans le second 
membre de Ia methode de Newton [3] prennent eux aussi en compte Ia modification 
d'interpolation [ 11] et !'increment de deplacements calcule a !'iteration j est solution 
du systeme lineaire suivant : 

(Kmb+ Kcrmb +Ks + Kcrs}i (~un)i = Fext- A J [{B~b}i [sa~Ji +{B~)i [Sa
3]J dVo 

elt , 
~0 

[15] 
Le chapitre suivant Merit, pour !'element propose !'obtention des matrices 

d'interpolation en membrane-flexion LBmb et NLBmb et les modifications de 

!'interpolation des deformations de cisaillement transverse L B s et N L B s qui 

reposent sur une interpolation des distorsions transverses. 

3. Construction des matrices d'interpolation des deformations 

Puisqu'il est necessaire, dans le but d'eviter le verrouillage, de modifier 
!'expression des deformations de cisaillements transverses, le tenseur des 
deformations de Green-Lagrange doit etre exprime dans un repere lie aux directions 
tangentes et normales a !'element. II s'avere commode d'utiliser le repere materiel 
(g1 ,g2 ,g3) defini en 2.2 avec : 

ou les vecteurs (g1 ,g2 ,g3) definissent Ia base contravariante associee a (g1 ,g2 ,g3) et 

tels que: 

Parmi les cinq composantes de E apparaissant dans les calculs des rigidites et des 
seconds membres, les composantes E 1 ~o E22, et E12 sont derivees classiquement de 
!'interpolation des cteplacements [6]. Par contre Ia construction de Ia matrice 
d'interpolation des distorsions transverses repose sur une interpolation directe de ces 
composantes a partir de leurs valeurs aux nreuds, elles-memes fixees par des 
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hypotheses concernant !'evolution des distorsions sur !'element (assumed strain 
method [HUG 8l][MAC 82][DVO 84][STO 89] ). Cela dans le but d'eviter le 
verrouillage. 

3.1. Interpolation des deformations de membrane et flexion 

Les vecteurs materiels covariant actuels (g1.g2.g3) et initiaux (g 10.g20 ,g30) fixent 

les deformations : 

soit: 

ou LEa~ est Ia partie lineaire : 

(~a = ~ si a = 1, ~a = 11 si a = 2) 

et NLEa~ Ia partie non lineaire : 

[16] 

L'interpolation des deplacements [6] donne explicitement Ia valeur des matrices 
d'interpolation lineaires LBmb et non lineaires NLBmb : 

[ LEaj3] = LBmb u~ et done Du [ L~] 11 = LBmb 11~ 

Dans le cadre de Ia prise en compte des non-linearites 
geometriques. Ia methode de Newton fait intervenir (equation [2]) Ia derivee linCarisee 
du tenseur des deformations qui doit etre interpolee en fonction des deplacements 
nodaux. 
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soit en tenant compte de l'interpolation des 
deplacements [6]: 

= [±aNi ui +±aNi ~ !{(-e\v26 + elvla)l 
i=l a~a i=l a~a 2 J 
x[± aNi Bui +±aNi ~ !{(..oe\v2b + oelv1b)l 

i=l a~~ i=l a~~ 2 J 
qui fixe Ia valeur des matrices d'interpolation des deformations de membrane-flexion 
dans [8]. 

3.2. Interpolation des deformations de cisaillement transverse 

Si l'interpolation des distorsions transverses repose directement comme pour les 
deformations dans le plan sur Ia derivation de l'interpolation en deplacements [6], 
l'element obtenu presente un tres important verrouillage. Pour expliquer ce 
phenomene on peut constater que lorsque l'epaisseur devient tres faiblc devant les 
autres dimensions, Ia solution correspond a l'hypothese de Kirchhoff ( Ea3= 0 en tout 
point). Les distorsions transverses ayant une evolution lineaire dans l'element, leur 
nullite impose six conditions par element, ce qui est superieur au nombre de degres 
de libertes moyen par element [HUG 87]. Parmi les techniques utilisees pour 
corriger ce verrouillage l'integration reduite au selective est Ia methode Ia plus 
simple [ZIE 71][HUG 78]. Elle s'avere tres inefficace dans le cas de l'element 
triangulaire lineaire [BOI 92a]. Une interpolation directe des distorsions transverses 
est faite a partir des valeurs nodales de ces deformations selon : 

3 . . 

EaJ = I. N' <~.11) EitJ 
i=l [17] 

au Ni sont les fonctions de bases lineaires definies en [5]. Les composantes nodales 
Ea3 i sont fixees en supposant constantes le long des cotes de l'element les 
distorsions transverses dans Ia direction de ces cotes. En consequence Ia nullite en 
tout point des deformations de cisaillements transverses, attendue lorsque l'epaisseur 
est tres faible, ne demande plus que Ia nullire des distorsions sur chaque cote (dans Ia 
direction du cote); soit trois conditions par element ce qui est compatible avec le 
nombre de ddls moyen pour un element. 

Dans le but de relier les distorsions dans Ia direction des cotes de l'element aux 
deplacements nodaux, un repere materiel covariant est defini en chaque nreud. 
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i+l 
Figure 2. Repere mat~riel nodalli~ aux cot~s de /'element 

Des coordonnees materielles sont introduites le long des cores : 
r1i coordonnee materielle le long du cote (i, i+1); r1i e [0,1]. 
r2i coordonnee materielle le long du core (i, i-1); r2i e [0,1]. 

Ces coordonnees definissent, a partir de Ia position x d'un point, les vecteurs 
materiels covariants suivants : 

r,i = ax f2i = ax f3i = g3i 
ar,i act [18] 

auxquels sont associes les vecteurs contravariants (f1i,f2i,f3i)tels que: 

Noeud 1 Noeud2 Noeud3 

ry= 11 r~= 1 - ~ -11 t1= 1 - ~ -11 r~= ~ 

f 1 -1 - g1 fy = -g1+ g2 

~~ = -gl 

ri = -g2 

~~ = -g2+ g 1 

Tableau 1. Vecteurs et coordonn~es mat~rielles en chaque nceud 
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En chaque nreud, les coordonnees materielles r1i et r2i peuvent etre reliees aux 
coordonnees materielles naturelles ~ et T\ et les vecteurs (f10i,f20i,f30i) peuvent etre 
exprirnes en fonction des (g10i,g20i,g30i) (voir tableau 1). On peut remarquer que dans 
le cas du triangle lineaire etudie, les vecteurs g10 et g20 sont constants sur Ia surface 
moyenne de l'element mais que g30 ne l'est pas. Nous noterons g10 et g20 mais g30i. 

Les composantes du tenseur de Green-Lagrange dans le repere (fli0,f2i0,f3i0) sont 
notees E* kl; : 

Elles sont definies a partir des fki actuels et initiaux, et les distorsions transverses 

sont donnees par : 

&,; = 1 (r~ g~ - f~o g~o) 
2 

Ces composantes sont supposees constantes sur chaque cote et egales a Ia valeur 
au point milieu du cote : 

( *i \ 1 [<au) i au au au ] Ea3}m =- - m fa0 +(-. )m (g3o)m + (-)m (-. )m 
2 a~ dr'a a~ dr'a [19] 

(a)m signifiant que Ia quantite a est evaluee au milieu du cote. La distorsion 
transverse etant supposee constante le long du core c'est aussi Ia distorsion au nreud i 
notee E*a3i. 

Chaque terme de l'equation [19] va maintenant etre relie aux deplacements nodaux 
afin de definir Ia matrice Ci telle que : 

[20] 

Compte tenu des relations definies dans le tableau 1, les fa0i sont lies aux gao 
qui sont connus. Les vecteurs (g30)m sont les vecteurs g30 aux milieux 4,5,6 des 
cotes tels que precise sur Ia figure 3. 

Figure 3. Numerotation des points milieux 
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La definition des g30 et l'interpolation geometrique [4] conduit a: 

gjo = -4h1X6 -h2X6) 
4 

g~o = 4h2X6 -h3X6) 
4 

g~o = 4h3X6- h1XJ} 
4 [21] 

Les derivees ~ aux points 4,5,6 sont reliees par l'interpolation cinematique [6] 

aux deplacements nodaux : 

enfin: 

et: 

(~~L = 
-i-1 -; u - u 

3 i ] 
+ ""' dN -; dr] _-;+I -,

0
· L...-u- -u-

i=l drJ drJi m [23] 

[24] 

Les equations [21] a [24] permettent de lier les deformations de cisaillement 
transverse dans le repere lie aux cotes de l'element aux deplacements nodaux. Si l'on 
separe les parties lineaires et non lineaires : 

Les relations precedentes permettent de definir Ia matrice lineaire Lei telle que : 

En natant (g30i),, (g30i)y, (g 30i)z les composantes dans le repere cartesien 
global 
de g30 aux points 4,5,6 definis par les equations [21] et 
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on obtient: 

LCL = [- (g~if~ - (g~if1 - (g~if1 1 i i ~hiVio.mi] - -h V2o.mi 
4 

Ld(i+l) = [(g~+cr1 (g~ifh (g~if1 1 hi+!Vi+l m· ~ hi+Ivtt/ .mj J - - 20 • I 

4 

I 2 3 [ LC13 = LCll = LC12 = 0 0 0 0 0 

La definition [18] des vecteurs materiels fa.i impose E23 *i =- E13 *(i-1) et done: 

C i ci-1 
L 2j =- L lj 

Compte tenu de l'expression de Ia derivee linearisee de Ia partie non lineaire des 
distorsions le long des cotes : 

La matrice d'interpolation NLci telle que : 

est fixee par les equations [22][23] et [24] : 

En notant: 

-i+l -j 
3i = u - u 

(au v . ( . . . ') hi+! ( 9i+l v i+l 9 i+l v i+l) 
bi = ad = h

1 
-9i V2o + a2

1 

V1o + - 1 20 + 2 10 

on obtient: 

- biy 

0 0 0 0 0 ] 
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et 

C i ci-1 
NL 2j =- NL lj 

On connait done !'expression de Ia matrice d'interpolation Lei introduite en [20) 
avec ci =Lei+ NLci. 

Ayant relie les composantes de distorsion dans Ie repere lie aux cotes de !'element 
aux cteplacements nodaux. il est necessaire d'effectuer un changement de base de 
maniere a exprimer. en fonction des deplacements nodaux, les distorsions transverses 
Ea3i dans le repere nature! qui definissent !'interpolation [17). Le tenseur de Green­
Lagrange en chaque nreud i peut etre ex prime dans les deux reperes : 

Compte tenu de : 

et de Ia position de f 1 et f2 dans le plan g 1• g 2 qui implique f 3 = g 3• les 
composantes Ea3i peuvent etre exprimees en fonction des composantes Ea3 *i : 

Les relations entre les vecteurs fkoi et gk0i definies dans le tableau 1 donnent les 
matrices Di en chaque nreud : 

o
1 

= [ ~ ~ ] 

Les matrices d'interpolation modifiees introduites en [II) sont maintenant 
totalement determinees : 

3 

I NiDi [ LCi + NLCi(u~] ou~ 
i=l 

On peut remarquer que Ia technique d'interpolation des 
distorsions (ou interpolation mixte) utilisee pour pallier au verrouillage concerne 
aussi bien Ia partie non lineaire des distorsions transverses que Ia partie lineaire. Ceci 
n'est pas toujours le cas dans les methodes alternatives. Par exemple les conditions 
de Kirchhoff discretes imposees dans Ia construction des elements DKT ne 
concernent que Ia partie lineaire des deformations. 
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Les matrices d~interpolation Bmb et 8 s permettent le calcul des seconds 

membres definis en [15] et des matrices de rigidite definies en [9] et [13]. Dans le 
paragraphe suivant les matrices Gmb Hmb Gs et Hs necessaires a I'obtention des 
matrices de rigidite initiates par [10] et [14] sont explicitees en tenant compte pour 
1es deux dernieres de I'interpolation mixte. 

4. Calcul des matrices de contraintes initiates 

4.1. Membrane-flexion 

On cherche a mettre Ie terme de contrainte initiate de membrane-flexion 
apparaissant dans le methode de Newton [7] sous Ia forme : 

f (Du (Du [Eal3] 11) fm )T [sa~] dVo = 11J Kcrmb flun 
vo 

avec: 

Kcrmb =A J G~b Hmb [sa~] Gmb dVo 
elt Vi> 

[25] 

Compte tenu de )'expression de Ia partie non lineaire des deformations de 
membrane-flexion definie en [16], [25] peut etre ecrite: 

soit : 

Hmb = [S!! 
S!2 

et Gmb telle que : 

S!2 

S22 

0 

Sa~ 

0 

r
(Mu 1 

S!2 ] ()~ dVo 
S22 {)flu 

d1) 
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dont !'expression est donnee par !'interpolation (6] : 

Gmb= [ 
Gl Gl G? l G~ G~ G~ 

avec: 

aNi aNi hi i aNi hi i 
- 0 0 - --V20x --Vwx 
a~a ~a2 a~a 2 

G~a = aNi 
0 

aNi hi i aNi hi i 
0 - - --V2oy --V10y 

~a a~a 2 a~a 2 

0 0 
aNi aNi hi i aNi hi i 
- - --V2oz --V10z 
~a ~a2 ~a2 

4.2. Distorsions transverses 

En ce qui conceme les terrnes de contraintes initiates de distorsions transverses 
apparaissant dans [12], !'interpolation des valeurs nodales [17] doit etre prise en 

compte. On cherche a definir K crs telle que : 

f (Du (Du [Ea3] 11) ~u )T [Sa3] dVo = 11J Kcrs ~Un 
vo 

Compte tenu de !'interpolation des distorsions 
transverses [ 17] le terrne de contraintes initiates peut etre mis sous la forme : 

Lo (Du (Du [Ea3] 11) ~u)T [sa
3
] dVo =f (nu (nu[~NiDi Ed3] 11) ~u r [sa

3
] dVo 

vo 

soit : 
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avec: 

~ =[: N "'] N S23 

St3 S23 N 

[- l [- l f 0 0 0 l St3 0 0 S23 0 0 

N = 0 0 0 St 3 = 0 s13 0 S2 3 = ~ S23 0 

0 0 0 0 0 St3 0 S23 

en notant: 

G8iest fixe par les equations [22][23] et [24], on obtient: 

G~=[ Mlt Ml2 Ml3 l M~t M~2 M~3 

M~t M~2 M~3 

[ 
1 0 0 0 0 

l -Mii= -M~i= M/(i+Il = Ml<i-ll = 0 1 0 0 0 

0 0 1 0 0 

[ 
0 0 0 0 0 l M/(i-Il = Ml(i+ll = 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 

Mi; = ~[ ~ 
0 0 -hiV1,x hiVlox l 0 0 -hiV1,y hiV loy 

0 0 -hivkz hiVioz 

On obtient ainsi une matrice de contrainte initiale 
coherente avec Ia formulation reposant sur l'interpolation [17] des distorsions 
transverses. 
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5. Exemples numeriques 

La n!ponse foumie au patch test par l'element propose est analysee en 5.1. Trois 
exemples lineaires classiques (5.2) montrent les performances de I'element sur des 
calculs lineaires. Les tests non lineaires 5.3 mettent en evidence J'efficacite de 
l'element triangulaire propose dans des cas non lineaires. Enfin le demier exemple 
(5.4) est une application au cas de Ia modelisation numerique de l'emboutissage 
pour laquelle l'element est particulierement bien adapte. Les resultats sont compares 
a ceux obtenus avec d'autres elements cla~siques notamment le quadrangle a quatre 
nreuds MITC4 developpe par Dvorkin et Bathe [DVO 84]. Les resultats a d'autres 
tests peuvent etre trouves dans [BOI 91a][BOI 92a][BOI 92b] 

5.1. Patch test 
Les conditions du patch-test pour les elements triangulaires sont definies dans [ROB 
78]. Le maillage est non-symmetrique. 

h= 1 E= 1000 V=0.3 

4~----------~~ 

20t~ 

uz = 0 en 1,4 
ux=uy=O en tt n 
Sr.= ero en tt n 

(b) Cisaillement 

Figure 4. Patch test 

2 

Fz=lO 

" 
Fz=lO 

My=lO 

-------~ ux=uz=O en 1, 4 
uy=O en 1 
9 =0 en 1,4 My=lO 

-2-------~ 
(a) Moment de flexion 

uz=O en 1 ,2,4 
ux=uy=O en tt n 

(c) Torsion 

Fz=2 

Dans le cas (a), Ia plaque est chargee par un moment de flexion et le moment My 
est constant. Une courbure constante est obtenue le long des cotes. Les deplacements 
calcules sont ceux fournis par Ia theorie de Kirchhoff et les contraintes sont exactes. 



200 Revue europeenne des elements finis. Vol. 2- n° 2/1993 

Dans le cas (b), les rotations sont fixees a une valeur nulle et Ia plaque est 
soumise a un effort de cisaillement. La repartition lineaire du deplacement transverse 
est atteinte, avec une valeur exacte aux ml!uds. La contrainte de cisaillement 
transverse est constante et egale a 1. Les resultats sont atteints (cas (a) et (b)) aussi 
bien avec trois points de Gauss dans Ia surface moyenne qu'avec un seul point. 

Dans le cas (c), ou Ia solution attendue est telle que Mxy est constant est egal a 
1, on obtient un moment Mxy variant tres faiblement (Mxy E [ 0.991 , 1.004] ). 
Cette variation disparait quand l'epaisseur devient tres faible ou quand le maillage est 
symetrique. 

5.2 Tests lineaires 

Les trois tests suivants (tableau 2) montrent le comportement de l'element pour 
des problemes classiques dans une hypothese de petites perturbations. Ces trois 
exemples sont severes et consideres comme significatifs de Ia performance d'un 
element de coque [BEL 85][MAC 86]. Seule Ia partie utile de Ia structure a ete 
maillee pour des raisons de symetrie. Les maillages utilises sont de deux types 
decrits figure 8. Dans le premier cas d'une coque hemispherique (figure 5) Ia 
convergence est bonne bien que moins rapide que celle obtenue avec le quadrangle 
MITC4. Le deuxieme test (cylindre poin~onne figure 6) demande un nombre 
d'elements assez eleve pour atteindre une precision correcte. Cela est dfi a Ia 
concentration des deformations dans Ia zone voisine du point d'application de l'effort 
P due a Ia presence des diaphragmes. La precision obtenue avec le triangle propose 
est tres proche de celle atteinte avec le quadrangle MITC4 lorsque le maillage est de 
type cross diagonal. Pour le test de Scordelis-Lo, le resultat en deplacement vertical 
au point A a ete compare pour un maillage 16x16 type A avec les resultats obtenus 
avec un element DKT (rapport avec Ia solution w/wo = 0.958 [DVO 84]) et 
!'element de coque STIFF63 du logiciel ANSYS [DES 89] (rapport avec Ia solution 
w/wo = 0.959 ). La solution atteinte par le triangle propose est tres legerement 
meilleure (rapport avec Ia solution w/wo = 0.965 ). Dans tous les cas les calculs 
sont effectues avec un seul ensemble de deux points de Gauss le long de Ia normale 
au centre de gravite. La rapidite de convergence de l'element sur ces tests est assez 
bonne bien que moins elevee que celle du quadrangle MITC4. On peut neanmoins 
noter que Ia geometric des trois exemples est telle que l'utilisation de quadrangles 
carres (ou sensiblement) est possible ce qui est tres favorable et loin d'etre toujours 
possible dans les calculs de structures reelles. 
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-o-M!TC4 
-o-Maillage A 
···-11--- Maiil;;.ge CD 
--Solution exacte 

0.3 ~>-+->-+-1-+-H-+-l-+-++-++++++-t+++-+-
6 10 15 20 25 

Nombre d'elements par cote 

Figure 5. Coque hemispherique 

1.2 

-i".l-MITC4 
-<>-Maillage A 
---b-Mail!age CD 
--Solution exacte 

5 10 15 20 25 30 35 

Nombre d'elements par cote 

Figure 6. Cylindre poin~onne 
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Figure 7. Test de Scordelis-Lo 
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Type A Type CD 

Figure 8. Types de maillages utilises pour les tests lineaires 

5.3 Tests non lineaires 

Dans les trois exemples suivants, les non-linearites goomettiques sont prises en 
compte. Le premier de ces tests est constitue (figure 9) par l'etude d'une plaque 
simplement appuyee a ses deux extremites, supposee de dimension transversale 
infinie et soumise a une pression normale uniforme et dans un etat de deformations 
planes. Le maillage de Ia moitie de Ia plaque est compose de 2x5 elements. La 
condition de deformation plane est obtenue en fixant tous les ddl non contenus dans 
le plan a une valeur nulle. Une solution analytique prenant en compte les non­
linearires goomettiques est donnee par Timoshenko [TIM 59]. Cette solution est tres 
differente de Ia solution lineaire. Dans le deuxieme exemple (figure 10), une plaque 
carree encastree est soumise a une pression uniforme. Une solution classique de 
Rayleigh-Ritz a ete proposee par Way [WAY 38]. Les resultats obtenus par elements 
finis par Hughes [HUG 80] sont egalement compares. Enfin une coque cylindrique 
articulee sur ses cotes droits (figure 11) est soUicitee par un effort ponctuel. La force 
maximum avant le flambage est de 2.2 kN. Un maillage 4x4 cross-diagonal est 
utilise. Les resultats obtenus sont compares a ceux de Hughes [HUG 80] et 
Horrigmoe [HOR 77]. 

Dans ces trois exemples les solutions obtenues en utilisant le triangle propose 
sont tres voisines des solutions exactes. Elles sont donnees pour plusieurs intensites 
de force mais un seul increment de charge est necessaire pour converger vers Ia force 
maximum imposee dans chaque etude. Ceci est notamment le cas pour Ia force maxi 
(2.2 kN) avant flambage du troisieme test. Ces exemples ont ete egalement traites en 
utilisant le quadrangle MITC4. Les resultats obtenus sont identiques mais il est tres 
interessant de constater que le temps CPU necessaire au triangle est environ deux 
fois moins eleve. Ceci est simplement dfi au nombre de points de Gauss utilises 
plus faible pour le triangle (2xl ensembles pour un motif quadrangulaire) que pour 
le quadrangle (4 ensembles). Pour les simulations a nombre de ddls peu eleve le 
temps de calcul est sensiblement proportionnel ace nombre de points d'integration. 
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On peut enfin noter que ces calculs non lineaires sont effectues en utilisant 
strictement Ia formulation decrite en 2. On pourrait envisager de simplifier cette 
approche en modifiant Ia matrice de rigidire ce qui change le taux de convergence de 
Ia methode de Newton mais n'affecte pas Ia valeur de Ia solution obtenue a 
convergence. Par exemple on pourrait omettre le calcul de Ia matrice de contrainte 
initiale Kcr. Dans ce cas les calculs ne convergent pas pour les exemples precedents 

et il apparait essentiel de calculer strictement Kcr comme defini en 2. 

5.4 Simulation numerique d'un emboutissage de tole 

Dans cet exemple le triangle est utilise pour Ia simulation de Ia mise en forme 
d'une tole mince par emboutissage. L'exemple etudie provient d'un benchmark 
propose par Lee, Wagonner et Nakamachi [LEE 1990] (figure 12). Le poin~ron est 
hemispherique, le maillage est impose (figure 13) et Ia tole est bloquee sur sa 
circonference exterieure. Le coefficient de frottement de Ia tOle sur les outils est 0.3. 
Le comportement est suppose elastoplastique a ecrouissage isotrope. Un algorithme 
base sur une fonction seuil 

f(cr,cro) = lo-:P:cr -lao 
2 2 

et un schema de prediction correction est utilise [BOI 93]. 
Les resultats obtenus (figures 14 et 15) sont en correlation avec les conclusions 

du rapport sur le benchmark. La simulation a egalement ete effectuee en utilisant le 
quadrangle MITC4 et les solutions obtenues sont tres voisines. On constate que le 
temps de calcul est presque deux fois moins important dans le cas d'utilisation du 
triangle. Cet element est done particulierement bien adapte a ce type de simulation. 
Ceci est d'autant plus vrai quand Ia geometrie est complexe car le maillage en 
triangles est beaucoup plus aise a realiser voir meme dans certains cas le seul 
possible. D'autres exemples d'applications a geometrie plus complexe et avec 
avalement sont realises dans [DAN 92][BOI 91b] et seront resumes dans un prochain 
article. L'element de coque triangulaire propose s'avere efficace pour l'ensemble de 
ces simulations. 

La formulation proposee ici (chapitre 2) est basee sur une methode dite implicite 
ou Ia verification de l'equilibre statique en fin d'increment est assuree par une 
methode de Newton globale. Les simulations de mise en forme telles que 
l'emboutissage peuvent egalement etre faites par des methode dynamiques explicites 
[SCH 1991]. On cherche, dans ce type de methode, a utiliser des elements a faible 
nombre de points d'integration car les calculs effectues sont principalement locaux. 
L'element triangulaire decrit ici est bien adapte a ces methodes car sa formulation 
inclut la prise en compte complete des non-linearites et il fonctionne avec un seul 
point de Gauss dans Ia surface moyenne. Des exemples d'utilisation en methodes 
explicites seront decrits dans un prochain article. 
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Figure 13. Outils et mail/age initial 
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Figure 15. Effort sur le poin~on 

L'element de coque triangulaire a trois nreuds propose est un element simple et 
bien adapte aux calculs en grandes perturbations. Son fonctionnement avec un seul 
ensemble de point de Gauss le long de Ia normale au centre de gravite le rend efficace 
d'un point de vue numerique, ce qui est essentiel dans les problemes non lineaires a 
grand nombre d'increments tels que Ia simulation de l'emboutissage. 

La formulation basee sur une cinematique de Ahmad et une interpolation des 
distorsions transverses est simple et efficace. Un repere materiel lie aux cotes de 
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l'element pennet de fixer les valeurs nodales de ces distorsions. Les modifications 
apportees par cette interpolation mixte concernent aussi bien Ia partie non lineaire 
des defonnations de cisaillement que Ia partie lineaire. Elles sont prises en compte 
dans le calcul des matrices de rigidite et residus mais aussi dans !'expression de Ia 
matrice de contrainte initiale. L'utilisation qui est faite des memes fonctions pour 
!'interpolation des deplacements et de Ia geometric est coherente avec Ia methode 
incrementale de resolution des probleme non lineaires dans laquelle les increments de 
deplacements sont ajoutes a Ia position en debut d'increment de charge. Le triangle 
satisfait le patch test et les solutions aux tests lineaires sont obtenues queUe que 
soit l'epaisseur de Ia coque, le verrouillage en cisaillement etant evite. L'element ne 
presente pas de modes a energie nulle (un mode dans le cas de !'integration reduite 
mais non propageable). 

Les resultats aux tests lineaires sont satisfaisants meme si Ia convergence est 
moins rapide que pour le quadrangle MITC4 (ceci dans des cas de maillages carres 
tres favorables a !'utilisation de quadrangles). Dans les exemples non lineaires les 
solutions sont tres bonnes et le temps de calcul sensiblement inferieur a celui 
demande par le quadrangle MITC4. 
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