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REsUMif. L'objet de cet article est de presenter un element fini de poutre composite 
comportant un film viscoelastique mince. La premiere partie resume une nouvelle 
formulation variationnelle de poutre. Cette theorie repose sur des hypotheses concernant les 
champs de deplacements et de contraintes aux interfaces. Ensuite on decrit Ia methode 
d'etablissement de /'element fini qui en resulte. Dans le but de valider cette methode, des 
essais en dynamique ont ete effectues. La confrontation entre les resultats de calculs et les 
resultats experimentaux, montre que Ia methode proposee permet de predire le comportement 
dynamique de telles structures avec une bonne precision. 

ABSTRACT. In this paper, a new finite element of composite beam damped by means of a thin 
viscoelastic film is presented. The first part summarizes the new variational formulation of 
damped beam. The present theory is based upon a piece-wise linear displacement field and a 
stress field that fulfills continuity conditions at the interfaces between the thin film and the 
thick skins. Next, it is shown how the finite element was derived. In order to demonstrate the 
accuracy of the present method, experiments were carried out. The comparison between the 
experimental results and the computational results shows that the proposed approach is 
efficient in predicting the dynamic response of beams that are damped with a thin 
viscoelastic layer. 

MOTs-cLts : calculs dynamiques de structures, poutres, amortissement, film viscoelastique 
mince, cisaillement transversal. 
KEY WORDS: structural dynamics, beam, damping, thin viscoelastic film, transverse shearing. 
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1 • Introduction 

La technique du "film contraint" est souvent utilisee pour reduire le niveau 
vibratoire des structures [MAR 71-TOR 80]. Le contraste important entre les 
rigidites du film d'une part, et les structures de base et de contrainte (les "peaux") 
d'autre part, peut entrainer un phenomene de cisaillement transversal important dans 
l'epaisseur de la structure lorsque celle-ci est soumise a des sollicitations de flexion. 
11 est connu que les theories classiques de poutre de type Euler-Bernouilli 
(indefonnabilite des nonnales) ou de Timoshenko (cisaillement transverse constant 
dans toute l'epaisseur), ne sont pas adaptees pour modeliser ce type de cisaillement 
lie au glissement relatif des deux peaux. Dans cet article est resume un travail de 
recherche [MAC 91] qui a pennis d'elaborer une nouvelle methode pour calculer les 
structures amorties par insertion d'un film viscoelastique mince. Cette etude prend 
en compte les particularites geometriques et materielles de ce film, a savoir sa 
minceur, sa faible rigidite par rapport aux peaux, ainsi que son caractere 
amortissant. 

2. Considerations geometriques 

On considere une poutre composite amortie par un film viscoelastique mince 
representee en Figure 1. On suppose que les peaux superieure (notee n +) et 
inferieure (notee n ·) sont des stratifies composes de couches de materiaux 
macroscopiquement homogenes et de plus parfaitement liees entre elles. Les 
epaisseurs notees h+ et h- sont supposees constantes, ainsi que la largeur b 
commune a toutes les couches. Le film I: est suppose tres mince et adherant 
parfaitement aux peaux epaisses n + et n · ; les interfaces sont notees I: + et I: - . 

La poutre est supposee soumise a des sollicitations interieures (forces 
volumiques notees f ) sauf dans le film, et a des efforts, exterieurs notes F sur 
les faces superieure et inferieure . 

z 

~y 
X 

Figure 1. Schematisation d'une poutre composite amortie 
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3. Champs de deplacements et de contraintes 

On considere les mouvements de Ia poutre dans le plan vertical. Dans un 
premier temps, on suppose que les deplacements longitudinaux sont lineaires par 
couche. Ainsi dans Q +, nous ecrivons : 

u+ (X,Z,t) = u+(x,t) + z+~+(x,t). X [1] 

et dans Q-: 

u (x, z, t) = u (x, t) + z ~ (x, t) . x [2] 

ou u+ (x, t) et u- (x, t) sont les deplacements longitudinaux au niveau des 
fibres neutres des peaux, ~ + (x, t) et ~ - (x, t) les rotations des normales, et z+, 
z- sont les coordonnees verticales mesurees par rapport aux fibres neutres 
respectives. 

D'autre part, le deplacement vertical est suppose constant dans toute l'epaisseur 
de Ia poutre amortie : 

W = w(x, t) [3] 

En ce qui concerne les contraintes de cisaillement transverse aux interfaces 
1: + et 1: -, on considere qu'elles sont continues au passage du film car son 
epaisseur est supposee nolle : 

t (1:+) = t (1:-) = t (1:) [4] 

t 
! t (L+) 

lt(L) 

Figure 2 . Representation scMmatique des interfaces 



10 Revue europeenne des elements finis. Vol. 2 - n° 1/1993 

4. La nouvelle formulation variationnelle 

L'originalite de Ia methode proposee tient au fait que l'on considere finalement 
deux poutres (de Timoshenko) qui, glissant l'une sur l'autre, iteragissent par 
l'intermediaire du film mince; celui-ci exerce une action tangentielle notee t (1:). 
La methode de calcul de Ia nouvelle formulatien variationnelle consiste a modifier 
Ia contribution du film mince dans I'energie de deformation (voir par exemple Ia 
formule 4 de Ia reference [DUV 90] ) de Ia poutre amortie en utilisant Ia formule de 
Green, ainsi que les relations de continuite du deplacement normal [3] et de Ia 
contrainte de cisaillement [4]. Finalement, on trouve que Ie champ de deplacements 
est l'unique solution du probleme suivant: 

" Trouver U cinematiquement admissible tel que l'on ait, quelque soit V 

I[cr (U ) e (V ) + t (U ) y (V )] dO + · · · 

o+uo-

J t (1:) [V ]bdx 

l: 

= I r . v dO + I F . v dl: " 

o+uo- l: 

ou [V] designe Ie saut de deplacements (tangentiels) d'interfaces : 

[5] 

[6] 

r sont les forces volumiques dans le domaine 0, supposees negligeables dans le 
film viscoelastique mince ; 

F sont les forces de pression exercees sur les faces superieure et inferieure de Ia 
poutre composite. 

En regime harmonique etabli, les calculs sont effectues avec des contraintes, des 
deplacements et des deformations complexes (au sens mathemathique du terme). 
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5. Relations de comportement 

5.1. Peaux 

Lorsque l'on calcule Ia contribution de l'energie de deformation dans les deux 
peaux epaisses, on est amene a considerer les efforts generalises suivants dans Q+ : 

Membrane: 
h+ 

+2 
N + (x, t) = J cr (x ,z, t) dz + 

Flexion-torsion : 

h + 
2 

h + 
+2 

M + (x, t) = J z + cr (x, z, t) dz + 

Cisaillement transverse : 

h + 
2 

h + 
+2 

Q + (x, t) = J 't (x ,z, t) dz + 
h + 

2 

De me me dans n -. 

De plus, nous avons : 

+ au± 
cr (x,z,t)=E- (x,z) ~(x,z,t) 

(
aw± au± l 't (x,z,t)=G± (x,z) ~(x,t)+Tz(x,z,t) 

[7] 

[8] 

[9] 

[lOa] 

[lOb] 

ou E± (x, z) et o± (x, z) soot les modules d'Young longitudinaux et de 
cisaillement des materiaux constituant les peaux epaisses. 

Les modules techniques E ± (x , z ) et G ± (x , z ) etant constants par plage, on 
trouve finalement les relations suivantes : 
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B 

D 
[lOc] 

0 

ou: 

A± = L E±(i) [z(i)- z(i-1)]± 

B± 
+ 

= L E-(i) [z2(i) - z2(i - I)]± 
i 2 

D± 
+ 

= I, E-(i) [z3(i) - z3(i - I)]± 
i 3 

± I + + s = o-(i) [z(i) - z(i - 1 )]- [11] 

soot les raideurs de membrane, couplage, flexion-torsion et de cisaillement 

ttansverse dMinies stpa•tment pou• chaque peau ; e± [ = :± (x, t)} 
[ 

a13± ) [ au± aw ) x± = ax (x, t) et y± =a;- (x, t) + a;z (x, t) sont les deformations, 

changements de courbure et angles de cisaillement transverse ; z± (i) sont les 
ordonnees des interfaces entre couches a l'interieur den±. 

En dynamique, les inerties de translation, de rotation et de couplage sont prises 
en compte ; elles sont definies par : 

+h ± 
2 

<I 1, I 2• I 3 >± = J p ± (x , z ) < I, z , z 2 >± dz 

-h ± 
2 

~ 2(·) z2(i -1) = £.J p ± (i ) < z (i ) - z (i - 1) ' z / - 2 

z 3 (i ) - z 3 (i - 1) ± 
3 3 > [12] 
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5.2. Film viscoelastique 

Quant a Ia loi de cisaillement (contrainte t(I:)) dans le film viscoelastique 

considere, suppose isotrope, elle peut etre donnee dans le domaine tempore! par une 

loi de type fractionnaire [TOR 87] de Ia forme suivante : 

aW t(I:) = k' [U] + ll aa'. [U] 
t(I:) + b 1 atW at a [13a] 

ou a' et W sont des puissances non entieres, b1, k'et 1.1 des parametres du materiau 

donnt~s par Ies essais, [U] est le saut de deplacements tangentiels d'interfaces 

I:±-: [U] =U(I:+>-uu:.->=u+-u--[h+~+;h-~-l [13b1 

Dans cette loi, nous avons privilegie les effets de glissement des peaux l'une 

sur !'autre, en negligeant les deformations de flexion : devant les deformations 

liees au glissement et proportionnelles au saut de deplacements [U]. On montre 

que !'angle de deformation en cisaillement dans le film mince peut s'ecrire : 

y(I:) 
aw au [U] 

= -+- ==--ax az e 
[14] 

ou e est l'epaisseur du film mince. 

En regime harmonique etabli, si !'on suppose que tous les points de Ia structure 

vibrent en phase, on peut representer cette loi de cisaillement de type complexe 

dans le domaine frequentiel [FER 80] : 

avec k* = 

t (I:) = k* [U] 

k' +Jl(jroP' 

1+ b 1 (jro)W 

a* 
e 

[15] 

[16] 
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6. Discretisation par elements finis 

Les integrations dans les epaisseurs des peaux et par parties nous conduisent 
alors a Ia nouvelle formulation variationnelle suivante : 

" Trouver les cinq fonctions admissibles u + , u -, w, ~ +, ~ -, telles que quelque 
soient v+, v-, v 3 , o +, o -, l'on ait: 

I peaux I 
J {[Au,x + B~,x)v,x + [Bu,x + D~,x)o,x +[8(~+ W,xHO+ v3>]( di: 

l: 

I film 

+ J t(I:) [V] di: = 
l: 

inertie 

... -J {[Ilu,tt +12~.u)v+[12u,u +la~.u]o+[Ilw,tt +va]( di: 

l: 

excitation 

oil { . } ± signifie : { . } + + { . } - ; 

, 
[17) 

[V] est le saut des deplacements longitudinaux au niveau des interfaces (sur une 

[
h+o+ h-o-) meme normale); [V] = V (l:/)- V(L,-) =v+ -v-- ; 

F est Ia force de pression appliquee a l'abscisse x3• 

On observe que dans cette formulation, les effets de membrane et de flexion 
sont couples a cause de l'action du film viscoelastique. 

Les calculs dynamiques par elements finis sont effectues dans l'espace des 
nombres complexes pour tenir compte des phenomenes de viscoelasticite. Dans un 
premier temps, nous calculons les contributions elastiques des differents materiaux 
(peaux et film), c'est-a-dire les matrices de rigidites reelles et de masse. La prise en 
compte de Ia viscoelasticite est decrite dans le paragraphe 7. 
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6.1. Rigidites 

La poutre amortie est discretisee par des elements a deux noeuds et cinq degres de 

liberte par noeud: u +, u -, w, p +, p -. Le deplacement vertical, et les rotations 

des normales sont interpoles par des fonctions de forme de type Hermite : 

Nl 
H 

(!; ) 1-31; 2 + 21; 3 = 

N2 
H 

(!; ) = ( - l ) 1; (!; - 1) 2 

N3 
H 

(!; ) 31;2 + 21;3 = 

N4 
H 

(!; ) = ( - l ) 1; 2 (!; - 1 ) [18] 

ou l est Ia longueur elementaire, tandis que les deplacements longitudinaux des 
+ -

fibres neutres, ainsi qu'au niveau des interfaces ~ et ~ , sont interpoles 

lineairement : 

L 
N 1 (!; ) = 1 - 1; 

[19] 

ou 1; Ia coordonnee reduite comprise entre 0 et 1. 

Les effets de cisaillement transversal dans les deux peaux epaisses sont pris en 
compte de maniere classique en modifiant les raideurs de flexion (Voir par exemple 
Ia reference [1MB 79] ou [BAT 90]). 

Dans les applications numeriques, nous avons etudie des poutres symetriques 
avec des peaux homogenes. Ceci nous permet de faire l'hypothese, realiste en 
basses frequences, de l'egalite des rotations des normales <P + = p - = p ) dans les 
deux peaux. Tous calculs faits, nous trouvons que Ia partie reelle de Ia matrice de 
rigidite elementaire est, pour les deux peaux assemblees, relativement aux 
inconnues u +, u -. w, p des deux noeuds: 



16 Revue europeenne des elements finis. Vol. 2 - n° 1/1993 

b 

Eh - 0 0 0 r 

Eh - 0 0 
l 

2Eh 3 -Eh 3 

(1 +Ill) l 3 (1 +Ill) l 2 

l/4+11>) Eh 3 

l\1+11> 6l 

Symetrique 

avec ell= 6Eh2 
5Gl 2 

Eh - 0 0 r 

0 1-Eh 0 
l 

0 0 
-2Eh3 

(1 + Ill) l 3 

Eh 3 

0 0 
(1 + Ill) l 2 

Eh - 0 0 
l 

Eb - 0 
l 

2Eh 3 

(1 +<I>) l 3 

On trouve que Ia contribution elastique du film cenlre est : 

2C 

c ~ ] 

0 

0 

-Eh 3 

(1 +II>) l 2 

/2-I!>)Eh
3 

,1+11> 6l 

0 

0 

Eh 3 

O+l!>)l 2 

(4+1!>)Eh3 
1+11> 6l [ 20] 

[21] 
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[ 
- 1 0 -d 

l - 1 1 0 d 
ouC = 

0 0 0 0 

-d d 0 d2 [22] 

d= distance des deux fibres neutres dans Ia theorie proposee 
(epaisseur de Ia peau superieure .QJJ. inferieure = h-r = h-) 

et k = module de Coulomb reel [23] 
epaisseur du film 

On note que Ia matrice de rigidite correspondant au film est proportionnelle a sa 
raideur en cisaillement et inversement proportionnelle a son epaisseur (c'est une 
consequence de [14]). Ceci est interessant a noter car, en cas de modification de ces 
parametres (a cause par exemple, de Ia dependance en frequence du module de 
Coulomb), on peut eviter de recalculer taus les termes de Ia matrice en effectuant 
une simple regie de trois sur Ia matrice assemblee au niveau global. 

6.2. Masse 

De meme, on trouve que Ia matrice de masse elementaire est pour les deux 
peaux: 

m m - -
3 0 0 0 6 0 0 0 

m m - -
3 0 0 0 6 0 0 

156m 22lm 54m 13lm --- --- ---210 210 0 0 210 210 

4l 2 m 13lm 3l 2 m 
0 0 - --- -

210 210 210 

m -
3 0 0 0 

m -
3 0 0 

Symetrique 156m -- 22lm ---210 210 

4l 2 m 
210 [24] 

ou m est Ia masse elementaire de Ia peau superieure IDl inferieure. 
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La masse du film n'est pas prise en compte ici car son epaisseur est supposee 
nolle, et de plus, sa densite est relativement faible. II serait possible de le faire en 
effectuant par exemple une correction sur Ia matrice de masse pour obtenir un bilan 
correct de masse . 

D'autre part, dans cet expose, nous avons presente le cas simple de poutres 
symetriques avec des peaux macroscopiquement homogenes de meme epaisseur. 
Les calculs des matrices de rigidite et de masse dans le cas le plus general ne posent 
pas de probleme particulier dans I' application de cette nouvelle theorie de poutre. 

7. Calculs dynamiques 

Les matrices de rigidite [20 et 21] et de masse [24] elementaires soot ensuite 
assemblees separement au niveau global, a !'aide de matrice de localisation. On 
note Kp et Kr les matrices (reelles) de rigidites relatives aux peaux et au film mince 
respectivement. Si l'on neglige les amortissements intrinseques des peaux 
(a verifier), on obtient Ia matrice de rigidite complexe globale de Ia structure 
amortie: 

K* = Kp + (1+jTlf) Kf [25] 

permettant ainsi de prendre en compte Ia viscoelasticite du film mince. 

On suppose Ia force excitatrice harmonique. 

F = F0 eic.ot [26] 

En dynamique et en regime harmonique etabli, nous sommes amenes a resoudre 

le systeme suivant (en posant X= X0 eic.ot avec X0 e C): 

a chaque pas de frequence excitatrice f = ~. 
21t 

8. Validation 

[27] 

Afin de valider Ia methode proposee, des tests numeriques ainsi que des essais 
en dynamique ont ete effectues [MAC 91]. Dans cet article, nous presentons des 
resultats d'essais et de calculs dynamiques sur une poutre composite amortie 
symetrique. Celle-ci fait 60 em de long pour 3 em de large et comporte un film 
viscoelastique centre de 1 mm pour une epaisseur totale de poutre de 2 em. Les 
peaux superieure et inferieure ont ete fabriquees en materiau composite verre-resine 
Brochier (tissu equilibre en verre E, resine epoxyde). Le module d'Young et Ia 
masse volumique ont ete mesures au prealable et valent respectivement : 

E+ = E- = E = 2,4 1010 N/m2 et p+ = p· = p = 1890 kgtm3 [28] 
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En ce qui conceme le materiau viscoelastique, son module complexe 
G* (ro,n = G' (ro,n [1 + j Tlf (ro,n1 a ete mesure a l'aide d'un viscoelasticimetre 
Metravib. Les courbes donnant G' ("module de conservation") et llf ("facteur de 
perte"), a Ia temperature d'essais de 19°C, sont reproduites en fonction de Ia 
frequence, dans 1a figure 3. 

D'autre part, Ia poutre consideree est suspendue par des appuis elastiques 
souples reproduisant des conditions aux limites de type "libre-libre". Elle est 
excitee a !'aide d'un marteau de choc en un certain point (voir figure 4) ; 
l'acceleration, mesuree en bout de poutre, est traitee par un analyseur de Fourier 
donnant l'inertance (module de !'acceleration sur Ia force excitatrice) en dB dans le 
domaine frequentiel, en fonction de Ia frequence d'excitation. La gamme d'analyse 
choisie pour cet essai et de [0, 2000Hz]. 

Les resultats de l'essai au marteau de choc et de calculs par elements finis 
[MAC 91] (avec 10 elements de poutre) sont donnes en figure 5. La confrontation 
de ces resultats montre que Ia theorie proposee permet de predire correctement (au 
moins en basses frequences) le comportement dynamique d'une telle poutre amortie 
par un film viscoelastique mince. De plus, Ia figure 6 compare l'amortissement 
calcule par elements finis (methode [MAC 91] avec Ia methode des energies 
modales [UNG 62] en utilisant Ia base des modes propres reels), avec Ia methode 
analytique de Ross-Ungar-Kerwin [RKU 59]. Sur cet exemple, le resultat par Ia 
methode proposee est le plus proche du resultat experimental (valeur obtenue par 
lissage de Ia courbe de reponse experimentale). 

9. Conclusions 

Un nouvel element fini simple de poutre amortie a ete presente. II tient compte 
de 1a presence d'un film viscoelastique mince insere dans 1a poutre. Le phenomene 
de cisaillement transversal est pris en compte dans les peaux ainsi que dans le film 
viscoelastique mince. En dynamique, les inerties de translation et de rotation sont 
egalement prises en compte dans Ia formulation. 

La comparaison avec les resultats experimentaux montre que Ia methode 
proposee permet de predire avec une bonne precision, Ia reponse dynamique d'une 
poutre amortie dans des conditions aux limites de type "libre-libre" et en basses 
frequences. 

De plus, cet element fini est tres simple a developper et a mettre en oeuvre 
puisque les inconnues du probleme (au nombre de cinq par noeud) sont couramment 
utilisees dans l'industrie : ce soot les deplacements au niveau des fibres neutres et 
les rotations des normales dans chacune des peaux epaisses. Son utilisation facilite 
Ia modelisation de telles structures ; en cas de modification de l'epaisseur du film, il 
n'est pas necessaire de remailler toute Ia structure comme dans Ia methode exposee 
dans Ia reference [JOH 82], ou les auteurs modelisent le film mince par des 
elements solides a huit noeuds, et les peaux par des elements de plaque excentree, 
ce qui peut entrainer un travail de modelisation important. 

II est interessant de noter egalement que cette formulation a ete generalisee aux 
cas des structures plaques et coques a double courbure [MAC 91]. 
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Annexes. Notations 

Lettres latines 

b 

E ± 

r 

Fo 

G ± 

G *(ro,T) 

G' (ro,T) 

h ± 

k k* 
' 

Kp.Kf 

T 

Raideurs de membrane, flexion-torsion, 

couplage, et cisaillement transverse des peaux 

Largeur de Ia poutre amortie 

Modules d'Young longitudinaux des peaux 

Vecteur des forces de volume 

Force exercee sur Ia poutre 

Module de force harmonique 

Modules de Coulomb des peaux 

Module de Coulomb complexe du film viscoelastique 

Partie reelle de G * ( ro, T) 

Epaisseurs des peaux 

Inerties de translation, rotation et couplage des peaux 

Parametres de raideur en CT du film mince 

Matrices de rigidite assemblees : peaux et film 

Longueur d'un element de poutre amortie 

Efforts resultants de membrane, flexion-torsion, cisaillement 
transverse 

Temperature 

u+(x, t),u-(x, t) Deplacements longitudinaux aux fibres neutres 

w (x, t) Deplacement vertical 
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x Coordonnee cartesienne suivant l'axe de Ia poutre 

x V ecteur unitaire axial 

z ± Coordonnee nonnale mesuree a partir du plan moyen respectif des 
peaux 

z ± (i ) Coordonnees d'interface entre couches a l'interieur des peaux, 
mesurees a partir des plans moyens 

Lettres grecques : 

~ ± (x, t) Rotations des nonnales dans les peaux epaisses 

'Y Angle de cisaillement transverse (2 Exz = U,z + w,x) 

Surfaces superieure et inferieure de Ia poutre 

Defonnation longitudinale 

Jl Parametre de Ia loi de cisaillement du film viscoelastique 

Tlr (ro,T) Amortissement du film 

Amortissement des peaux 

Masses volumiques des peaux 

Contrainte nonnale longitudinale 

Surface de reference du film viscoelastique mince 

Interfaces entre I et !1 ± 

t Contrainte de cisaillement transverse 

t <I) Contrainte de cisaillement transverse dans le film viscoelastique 

(I) Pulsation ( = 2 1tt) 

Domaine occupe par Ia poutre composite amortie 

Domaines occupes par les deux peaux 
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