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RESUME. On propose un element fini pour I' analyse des portiques elastoplastiques 
endommageables. Get element est base sur le "modele de plasticite concentree" (lumped 
plasticity model) ou l'on suppose que tousles effets inelastiques sont concentres dans des rotules 
inelastiques. On introduit alors des parametres d'endommagement des rotules et la notion de 
"rotule endommagee". Dans ce cadre general, on peut modeliser les effets inelastiques indiques, 
le comportement unilateral et des grands deplacements. Des lois d'evolution particulieres pour 
des portiques de beton arme sont presentees. On decrit /'adaptation du modele aux codes de 
calcul par element fini standard et on illustre la methode avec quelques exemples numeriques. 

ABSTRACT. A finite element formulation for inelastic frames is proposed. This formulation takes 
into account elasto-plastic effects and damage. The element is based upon the lumped plasticity 
model where inelastic effects are assumed to be lumped at some inelastic hinges. Therefore 
hinge's damage parameters and the notion of "damaged hinge" are introduced. In this framework 
unilateral behavior, large displacements and inelastics effects are taken into account. Internal 
variable evolution laws are identified for the particular case of reinforced concrete frames. 
Numerical implementation in standard finite element codes is described. Some numerical 
examples are shown. 
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structures du genie civil. Le temps de cal cui et de preparation des fichiers de donnees 
serait enorme alors que des resultats satisfaisants a un cofit tres raisonnable soot obtenus 
en utilisant une theorie de milieux curvilignes. 

On peut trouver plusieurs modeles de poutres endommageables dans Ia litterature 
([BRE88], [ELA91 ], [LAB90] ) et l'emploi de ces modeles dans certains cas peut s'averer 
souhaitable, voire necessaire. Cependant il n'y a aucune raison de penser que les poutres 
endommageables, qui soot des modeles continus, ne seront pas affectees par les memes 
problemes numeriques que les modeles standards. 

II y a cependant quelques structures oit l'analyste peut determiner a priori les lieux oit 
l'endommagement sera localise. C'est le cas des portiques oit Ia discretisation de Ia 
structure est presque une donnee du probleme. II est en effet rare que des remaillages de 
plus en plus raffines soient necessaires lorsque l'on fait des calculs de portiques 
elastoplastiques en utilisant Ia notion de rotule plastique. Usuellement une simple 
inspection de Ia structure suffit pour la discretiser de telle fa~on que des rotules 
plastiques soient placees aux boos endroits. Un seul calcul avec une discretisation 
adequate est alors suffisant. 

Des elements finis avec des rotules plastiques ont ete developpes A partir des modeles 
dits "de plasticite concentree" (lumped plasticity models) et utilises avec succes 
([MAI73], [COH79], [RIV89], ..... ). Ces elements soot constitues d'un element type 
poutre elastique plus des rotules qui se comportent comme des ressorts a flexion rigide
plastique de longueur nulle. Une caracteristique particuliere des modeles de plasticite 
conceutree est le fait que le comportement des rotules est determine A partir de resultats 
experimentaux comme pour les lois d'evolution des modeles phenomenologiques de Ia 
mecanique des solides. Ce genre de modeles seront designes dans cet article "theories des 
portiques" afin de les differentier des theories de poutres ci.tees precedement. 

Le but de cet article est de proposer un element qui generalise le modele de plasticite 
concentree en incluant des effets d'endommagement. II s'agit done d'une tentative de 
developpement d'une mecanique de l'endommagement dans le cadre d'une "theorie des 
portiques". Cet article prt!scnte un bilan des travaux realises dans ce sensa l'Universite 
des Andes au Venezuela ([FLO], [FL091], [CIP92a], [CIP92b], [LOP92]). 

Cet element pourra etre utilise dans les applications industrielles pour lesquelles Ia 
precision d'un modele type "portique" est suffisante et le cofit est un facteur determinant, 
c'est-a·dire les applications oit les modeles de plasticite concentree soot deja utilises. 
A vee cet element, Ia reponse de Ia structure peut dependre de Ia discretisation choisie 
puisqu'elle correspond a une localisation de l'endommagement dans les sections oit 
l'analyste a place des rotules inelastiques. Cependant, on espere que dans ce cas 
l'ingenieur pourra choisir parmi les resultats celui qui correspond le mieux a Ia realite 
physique du probleme. 

Le plan de cet article est le suivant: dans les sections 2 et 3, on introduit les notions 
de ce qu'on a appele "theorie des portiques". On a choisit de developper l'element dans le 
cadre de sollicitations quasi statiques dans un souci de simplicite mais !'extension aux 
calculs dynamiques ne presente pas de difficultes particulieres. 

Dans Ia section 4, on presente lcs "modeles de dissipation concentree" (puisqu'on 
prend en compte et Ia plasticite ct l'endommagement); on propose un modele particulier 
de "rotule endommage" et on decrit les essais utiles a son identification. On a choisi 
d'illustrer le modele dans le cas particulier d'un portique plan, }'identification du modele 
dans un cas plus general pouvant presenter des difficultes. 
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Dans la section 5, on discute les aspects numeriques et !'adaptation de }'element aux 
codes de calcul de structures standards. Cette adaptation est essentiellement basee sur un 
algorithme de projection similaire a ceux qui soot utilises pour les modeles de plasticite 
multicriteres [SIM88]. 

Enfin dans Ia section 6, on montre deux exemples numeriques. 

2. Cinematique des portiques plans 

2.1 Notations 

On considere un portique plan comme celui qui est montre en figure 1. Ce portique 
est compose de, m, barres connectees par, n. noeuds. On introduit Ia notation suivante: 

a) Les deplacements generalises du noeud, k, soot indiques par: {U}k= (U 1oUz,U3) on 
U1 et Uz denotent respectivement les deplacements horizontal et vertical du noeud, et 
U3 represente sa rotation (voir figure 1). Ces deplacements soot definis dans le repere 
global de Ia structure. 

L+b-

7
. 

- ~-- q,. ~ --- J ~,...-

i ... ~----L- - - .... j 

Figure 1. Deplacements du noeud k et deformations de Ia barre i-j. 

b) Les deplacements de Ia barre, b, entre les noeuds, i, et, j, soot indiques par {q} = 
( {U}i, {U}j). Lorsque l'on aura besoin de considerer les deplacements de plusieurs barres 
de Ia structure, on utilisera pour chaque barre une matrice colonne de 3n lignes ( les 3n 
degres de liberte de Ia structure) qui sera appelee {q}b. Cette matricc est construite en 
pl~ant des zeros dans les positions qui correspondent aux degres de liberte des noeuds 
qui ne soot pas connectes a Ia barre, b, c'est-a-dire: 

{q}b = ( 0,0,0, ...... ,{U}j, ....... ,{U}j,-····· ,0,0,0) 
noeud l .... noeud i ...... noeud j ...... noeud n 
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c) Avec les deplacements des, n, n<>euds de Ia structure on construit Ia matrice {X} des 
deplacements de Ia structure: 

{X}= ({U}t, {U}2, ..... ,{U}n) 

d) La mesure de Ia deformation de Ia barre utilisee en thoorie de portiques est donnee par 
Ia matrice de defonnations generalisees: {<I>}= ( <I>i, <I>j. b) oil <I>i et <I>j indiquent les 
rotations par rapport a Ia corde, i-j, et b son allongement (voir fignre I). 

2.2 Equations de compatibilite. 

On considere une modification infiniment petite de Ia geometrie de Ia barre autour 
d'une configuration, A, quelconque. On pent alors montrer que Ia relation entre 
deformations et deplacements est donnee par: 

{d<t>} = [BA] {dq} [I] 

La matrice de transformation [BA] depend dans le cas general, de Ia configuration, A, en 
question (voir l'annexe 1). L'integration de [1] depuis Ia configuration initiale, 0, a Ia 
configuration deformee consideree donne Ia relation entre deplacements et deformations : 

A 

{<I>}= f [B] {dq} 
0 

Cette relation peut etre exprimee analytiquement (voir annexe 2) 

[2a] 

Dans le cas particulier des petits deplacements, les configurations initiale et actuelle 
peuvent etre confondues, alors: 

oil [Bo] indiquc Ia matrice de transformation dans Ia configuration initiale connue. Dans 
ce cas I 'integration de [1] donne: 

{<I>}= [B<>.J {q} [2b] 

3 Efforts dans les portiques 

3.1 Notations 

a) Les forces generalisees qui agissent sur Ia barre, b, soot designes par {Q} 
(QI , .... ,Q6) (voir Ia figure 2). On utilisera egalement Ia matrice {Q}b qui est construite 
de fa~on sirnilaire a Ia rnatrice de deplacements { q}b (voir section 2.1). 
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Figure 2. a) Forces generalisees de la barre i-j dans la configuration actuelle. b) 
Contraintes de la barre i-j. 

b) Les coefficients de la matrice de forces generalisees ne sont pas independants les uns 
des autres puisqu'ils sont lies par les equations d'equilibre de Ia barre. On introduit alors 
Ia matrice de contraintes generalisees {M} = {Mj,Mj.N) qui est duale de Ia matrice de 
deformations{«<>}. Les termes Mi et Mj denotent les couples agissant sur les extremites 
de labarre et Nest Ia force axiale (voir figure 2). 
c) On introduit la matrice de forces exh!rieures appliquees aux noeuds{P} qui est 
construite de Ia fa~on suivante: 

{P} = ( Pt.P2,P3, ............................ P3n-2.P3n-l·P3n) 
forces sur le noeud l forces sur le noeud n 

Cette matrice contient aussi bienles forces exterieures connues que les reactions aux 
liaisons. 

3.2 Equations d'equilibre. 

a) Les equations d'equilibre quasi statique permettent d'obtenir Ia relation entre les forces 
generalisees de Ia barre et les contraintes, celle-ci est donnee par: 

[3a] 

Dans le cas particulier de petits deplacements, on a done: 

{Q} = [B{}_J T{M} [3b] 

b) L'equilibre quasi statique des forces appliquees aux noeuds de Ia structure est exprime 
par Ia relation suivante: 

m 

{P}- .}: {Q}b = 0 [4] 
b = 1 
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4. Lois de comportement d'une barre de portique. 

4.1 Modele de dissipation concentree. 

Pour definir completement le probleme a resoudre, il faut ajouter les lois qui mettent 
en relation Ia matrice de contraintes a un instant quelconque avec l'histoire des 
deformations. Par exemple, dans le cas de l'elasticite lineaire, cette relation est donnee 
par: 

oil [SO] est denommee "matrice de raideur locale" (voir annexe 3). La matrice [P>] = 
[SOf 1 est Ia matrice de flexibilite locale de Ia barre. 

Dans le cas elastique mais non-lineaire, les matrices de flexibilite et de raideur 
dependent de Ia configuration actuelle. Les lois de comportement doivent alors ~tre 
Ccrites de Ia fa~on suivante (voir annexe 4) : 

{M} =[SA]{«<>} ou 

Des qu'il a dissipation d'energie,le comportement devient inel.astique et les equations 
precedentes ne soot plus valables. Dans ce cas le comportement de Ia barre peut ~tre 
decrit en introduisant des "variables internes" et leurs "lois d'evolution" comme dans les 
modeles classiques de Ia mecanique des milieux continus. 

Afin de construire de telles lois, on utilisera les modeles dits de "plasticite 
concentree" ([MAI73], [COH79], [RIV89], ... ) que l'on appelera ici "modeles de 
dissipation concentree". Dans cette approche, chaque barre de Ia structure est representee 
comme I' assemblage d'une poutre elastique et d'un ensemble de rotules inel.astiques (voir 
figure 3). On accepte alors que Ia plasticite, l'endommagement ou n'importe quel autre 
mecanisme de dissipation d'energie soit concentre uniquement dans les rotules et que Ia 
poutre ait toujours un comportement elastique (lineaire ou non). Les deformations de Ia 
barre peuvent alors ~tre exprimees de Ia maniere suivante: 

[5] 

Le premier terme de !'expression [5] correspond aux deformations de Ia poutre elastique. 
La matrice { «<>r} = ( «<>ri, «<>rj. [)f) contient les deformations des rotules. Cette matrice 
est a son tour decomposee en matrice de deformations plastiques et matrice de 
deformations dues aux effets de l'endommagement: 

{«<>'} = {«<>P} + {~} 

II est a present necessaire de proposer une expression du terme {«<>d}. Celaferal'objet de 
Ia section 4.2. 
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1 
rotules inetastiques --------....... 

~ ~ 
t poutre eJ.astique 

Figure 3. Modele de dissipation concentree d'une barre de portique plan. 

4.2 Matrices de jlexibilite d'une barre elastique endommageable. 

On considere d'abord le cas particulier d'une barre de longueur L et section A 
constante, sownise a un effort axial uniquement (sans flambage). La mecanique de 
l'endommagement classique ([KAC58], [RAB69], [LEM88], ...... ) pennet d1ohtenir une 
relation effort-deplacement pour ce probleme (en admettant que l'etat d'endommagement 
est uniforme et qu'il n'y a pas de localisation): 

ou D est une mesure de l'endommagement qui peut etre defini comme le rapport entre le 
module d'elasticite endommage et celui du matenau vierge (D = 1 - EJEO) et ou s033 = 
EO AI L. La variable D peut done avoir des valeurs comprises entre 'dro et un. La valeur 
'dro indique un materiau vierge et Ia valeur un, un materiau completement endommage 
sans aucune raideur. 

D'autre part, dans le modele de dissipation concentree, Ia barre est representee comme 
!'assemblage de deux types d'element: une poutre elastique et des rotules inelastiques. 
D'apres I' equation [5], l'allongement de Ia barre doit pouvoir s'exprimer comme: 

Par comparaison avec Ia relation precedente, on deduit: 

Pour D egal a zero, on a une liaison rigide-plastique (a flexibilite nulle). Pour D egal a 
un,les rotules sont "completement deconnectees" de Ia poutre (flexibilite infinie). 

Si Ia barre est sollicite en traction-compression, il faut deux parametres 
d'endommagement pour representer les effets unilateraux du comportement 
([LAD83],[MAZ86]). On a d'apres Ia mecanique de l'endommagement classique: 

[6] 
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ou <X>+ repn!sente Ia partie positive de X et <X>_ sa partie negative, c'est a dire: 

{

X si 
<X>+= 

0 sinon 

X>O si X>O 

sinon 

n+ est alors une mesure de l'endommagement de traction et n- de celui de compression. 
Si I' on calcule Ia deformation des liaisons dans ce cas, on obtient: 

or= : 0 <N>+ + D'" 0 <N>_ + oP 
(1- )S 33 (1-D'")S 33 

Des qu'il a des effets de flexion, Ie probleme devient trop complexe pour etablir des 
resultats analytiques valables dans le cas general tt partir de Ia mecanique de 
l'endommagement classique, meme avec des lois d'evolution tres simples. 

On postule alors !'existence de deux ensembles de parametres d'endommagement, 
{D+} = (di+, d(, dn +) et {D·}= (di-· df. dn-) tels que l'energie de deformation 
complementaire d'une barre de portique puisse s'exprimer de Ia f~n suivante: 

ou Ies deux premiers termes de [7] correspondent a l'energie de deformation 
complementaire cumulee dans les rotules inelastiques et ou w* denote l'energie de Ia 
poutre elastique. Les matrices [C(D+)] et [C(D-)] soot done Ies matrices de flexibilite de 
)'ensemble des deux rotules et ont pour expression: 

d· 

\ ({1-dj)~Oll 0 0 

d· 

[C(D))= l 0 I 0 ) (1-dj)S022 

0 0 
dn 

(l-dn)S033 

dans le cas particulier d'une barrett inertie constante, on peut preciser les matrices [C(D)] 
en utilisant les coefficients de raideur s0u,S022 et S033 donnes en annexe 3. 
La relation contrainte-deformation elastique de Ia barre est par consequent donnee par: 

c'est -tt-dire: 
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{<I>}- {<I>P} = [C(D+)]{<M>+} + [C(D-)]{<M>_}+ (FA]{M} = 

= [F(D+ ,M)]{<M>+} + [F(D-,M)]{<M>_} [8] 

oii [F(D,M)] = [C(D)] + [FA] 

Les matrices [F(D+ ,M)] et [F(D- ,M)] sont done les matrices de flexibilite de Ia barre 
elastique endommageable. 

Les parametres d'endommagement dj et ~ repn!sentent respectivement les mesures de 
"l'endommagement en flexion" des rotules, i, et,j, de Ia barre. Les deux parametres dn 
correspondent aux mesures de "l'endommagement axial". L'utilisation des parametres,+, 
et, -, permet Ia representation generalisee d'effets unilateraux dans le comportement. 

II est evident que dans le cas particulier de Ia loi de comportement d'un element d'un 
treillis (Mi = Mj = 0), on obtient les relations de Ia mecanique de l'endommagement 
classique (equations [6]) avec dn =D. 

On peut remarquer que lorsque les parametres d'endommagement en flexion prennent 
Ia valeur zero, on retrove les rotules rigide-plastiques des modeles de plasticite 
concentree. S'ils prennent Ia valeur un, on a des rotules sans raideur (flexibilite infinie) 
comme les articulations qui soot introduites dans Ia theorie classique de portiques 
elastiques. Si l'un des parametres d'endommagement prend Ia valeur un, alors Ia rotule 
en question sera appelee "rotule endommagee". 

II peut etre interessant de considerer le cas particulier d'une barre de longueur L, de 
module d'elasticite E, de section A et d'inertie I constantes, en petit deplacements et 
soumis a des sollicitations qui ne changent pas de signe (ce qui permet de n'utilser 
qu'une seule matrice de parametres d'endommagement); on obtient alors Ia matrice de 
raideur suivante: 

[S(D)] = 

(1- dj)(4- dj) 4EIIL 
4-djdj 

4( 1- dj)( 1-dj) 
4-didj 2EI/L 

(1- dj)(4-di) 4EI/L 
4-djdj 

0 

0 

sym. (1-dn) AE/L 

Pour di , dj et dn egaux a zero, on retrouve Ia matrice de raideur d'une barre elastique 
classique (voir annexe 3). Pour di egal a un, mais dj et do egaux a zero, on obtient Ia 
matrice de raideur d'une barre elastique avec une articulation interne a l'extremite gauche. 
Si dj et dj sont egaux a un et do est egal a zero, alors on retrouve Ia matrice de raideur de 
Ia barre d'un treillis elastique. 

4.3 Forces associles aux parametres d'endommagement. 

L'expression [7] de l'energie de deformation complementaire permet aussi de definir 
des "forces thermodynamiques" associees aux parametres d'endommagement (on suppose 
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que l'enthalpie libre de Ia barre est egale a l'energie de deformation complementaire plus 
des termes qui ne dependent pas des parametres d'endommagement): 

{au*} {G+} =- an+; [9] 

Ces forces sont done equivalentes aux taux de restitution d'energie qui sont definis, de 
maniere classique, en mecanique de Ia rupture et de l'endommagement . 

Dans le cas oii il n'y a pas d'autres variables internes, Ia puissance dissipee, t;, dans 
le barre (par les rotules) est donnee par: 

qui doit etre, bien entendu, positive. Si l'on suppose que les mecanismes de dissipation 
de chaque rotule sont independants les uns des autres (possibilite de deformations 
plastiques sans endommagement et vice versa), chaque terme de Ia dissipation doit etre 
positif, c'est-a-dire: 

[10] 
0 0 

d"i G+i + d"n G+n :2!: 0 

Ces inegalites doivent etre prises en compte lors de Ia resolution numerique pour 
identifier les eventuels retours elastiques. 

4.4 Lois d'evolution des variables internes. 

On introduit maintenant des lois d'evolution independantes du temps telles que l'on 
0 0 

retrouve les modeles elasto-plastiques classiques pour portiques lorsque {D+} = {D-} = 0. 
De fa\!on generate, ces lois peuvent s'ecrire comme suit: 
a) Lois d'evolution des deformations plastiques: 

. . ar-
ct>P· - )..P· - 1 

1- I aMj 
0 0 df· 

ct>P· -)..P· ~ 
J- J aMj 

. . ar . ar
bP - )..P· - 1 + )..P· .::.!l. - •aN JaN [11] 

oii fi s 0 et fj s 0 sont les fonctions de plasticite qui caracterisent les surfaces seuil des 
rotules, i, et,j. Ces fonctions dependent des contraintes {M}. Elles peuvent dependre 
eventuellement des variables internes et des multiplicateurs plastiques ).Pi et APj. Elles 
doivent correspondre a des modeles de plasticite standard lorsque les parametres 
d'endommagement n'evoluent pas. Les multiplicateurs plastiques sont calcules de f3\!on 
usuelle, c'est-a-dire: 
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si f < 0 ou f< 0 

si f == 0 et f= o· 

Lorsque Ia vitesse du multiplicateur plastique AP est strictement positive, on dira que Ia 
deformation plastique est "active" dans Ia rotule en question; si elle est nulle, Ia 
deformation plastique sera dite "inactive" 

b) Lois d'6volution des parametres d'endommagement. On peut choisir des lois 
similaires a celles de Ia deformation plastique, c'est-a-dire: 

[12] 

d-· - ~-. ag-i d-· - ~-. ag-i 
1 - 1 aa-i J - J aa-j 

· · ag-· · ag-· 
d- =A.-· __ 1 + ~..-. ~ 

n I (}G-0 J (}G-0 

ou g+i s; 0; g"j s 0; g+j s; 0 et g+j s 0 soot les fonctions d'endommagement qui 
peuvent dependre des forces thermodynamiques {G} associ6es a l'endommagement, des 
variables internes et des multiplicateurs d'endommagement. Elles pourraient coincider 

. . . 
avec les fonctions de plasticite. Les multiplicateurs d'endommagement 1.. + i ; 1.. + j ;1.,-i et 

1.. -j soot calcules par: 

si g < 0 

si g == 0 

ou 

et 

g < 0 

g == 0 

De Ia meme fa~on que dans le cas de Ia deformation plastique, on dira que 
l'endommagement est "actif" dans une rotule si Ia vitesse du multiplicateur 
d'endommagement en question n'est pas null e. 

II peut s'averer necessaire d'introduire d'autres variables internes et leurs lois 
d'evolution afin de decrire des comportements cycliques complexes. Ces variables ne 
soot pas explicitement indues ici dans le modele pour ne pas alourdir encore plus Ia 
presentation. 

4.5 Identification des lois d'evolution. 

Dans le modele precedent, on a postule Ia forme de l'energie de deformation 
complementaire; il est done necessaire de pouvoir identifier les lois d'evolution a partir 
de resultats experimentaux, comme dans les modeles de plasticite concentr6e. Cette 
identification peut se faire avec des essais tout a fait classiques en genie civil sur des 
liaisons poutre-poteau ou poutres simplement appuy6es ([COL84], [ROU87], [KUN90], 
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[ROD90], [PEN91], [GOT91], ...... ). Aux figures 4 et 5, on montre un schema de ce 
type de test et le modele de dissipation concentree qui lui est associ e. 

a) b) 

Figure 4. Essai sur une liaison poutre-poteau pour /'identification des lois 
d'evolution. a) Essai b) Modele de dissipation concentree. 

Par exemple, dans le cas d'un essai avec une poutre simplement appuyee, Ia valeur 
du parametre d'mdommagement de Ia rotule inelastique peut etre detenninee en effectuant 
des decharges successives pour mesurer le module de raideur Z (voir figure 5). En effet, 
si l'ou tieut compte du fait que: 

a)ona: Mi = N = 0; 
PL M·-J- 2 

b)les petit deplacements restent petits: 

c)on peut supposer: dn = dj = &P = 0, 

alors on ohtient a partir de [8] Ia relation suivante: 

P = 4- 4d (6EI) ( _ P) 
4 - d L3 t t oil 

Le module de raideur z est done egal a: 

z = 4- 4d zo 
4-d 

Par consequent : 

d 
4 (Z0 - Z) 
4 zo- z 

ou 
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~ 
2L ___ ~ 

b) { ~fd 
~ •Bf~ 

I-- L ----i 

Figure S. Essai d'une poutre simplement appuyee pour /'identification des lois 
d'evolution. a) Essai b) Modele de dissipation concentree c) Definition du module de 
raideur. 

Des fonctions de plasticite et d'endommagement particulierement simples pour les 
barres en beton arme ont ete identifiees a l'aide de ce type d'essai pour le cas particulier 
ou les sollicitations ne changent pas de signe et les effets de Ia defonration plastique 
axiale et de l'endommagement axial son negligeables ([CIP92a], [CIP92b]). Les 
expressions pbenomenologiques obtenues soot les suivantes: 

f = I M -( ~) c <I> p I + ( ~)4 My ; [13] 

oil c, My , Ger. et q soot des parametres de Ia barre. On peut remarquer que pour d 
constant, on obtient le modele elastoplastique bilineaire classique. Si en plus Ia 
constante c est egale a zero, on a un portique elastoplastique parfait. 

Les parametres introduits en [13] n'ont pas de signification mecamque bien definie, 
il est done preferable de les cal euler a partir du systeme d'equations suivant: 

PourM= Mer on a d=O 
PourM = Mp on a cf>P=O 

PourM =Mu dM on a -=0 
dcf>P 

PourM =Mu on a cf>P = cf>Pu 

oil Mer est le moment de premiere fissuration, Mp le moment plastique (et qui ne 
correspond pas au My introduit en [13]), Mule moment ultime et cf>Pu Ia deformation 
plastique ultime, c'est a dire Ia deformation plastique qui correspond au moment ultime. 
Ces coefficients peuvent etre calcules par des moyens plus ou moins sophistiqm!s (voir 
[PAR75], [RIV88], ..... ) qui ne seront pas discutes dans cet article. 

Les courbes moment-deformation plastique, moment thermodynamique associe
endommagement et force-fleche de l'un des tests (L = 0.75 m., A= 20 x 20 cm2, r c = 
300 N/mm2, armatures = 5 q, 9,525 mm (3/8'), fy = 420 N/mm2) qui ont servi a 
l'identification des fonctions [13] soot indiques aux figures 6 (les simulations 
numeriques ont ete realises avec q = -1353 KN-m, c = 2673,36 KN-m, My= 18,66 KN
m, Ger = 0). 
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Figure 6. Poutre simplement appuyee. a) Deformation plastique de la rotule - moment 
flechissant au milieu de Ia poutre. b) Moment thermodynamique associe -
endommagement en flexion de la rotule. c) Force- fleche. 
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5. Element fini pour le c:alc:ul de portiques endommageables. 

5.1. Formulation des problemes global et local. 

Le probl~e a resoudre est le suivant: 
On connait Ia geometrie de Ia structure et les lieux ou l'endommagement peut etre 

localise,les proprietes de chaque barre,l'histoire des forces exterieures sur les noeuds 
libres et l'histoire des deplacements des appuis durant l'intervalle [O,T]. 

On doit calculer l'histoire des deplacements de Ia structure {X} ainsi que l'histoire des 
deformations {<I>}, des contraintes {M}, des forces internes {Q}, des deformations 
plastiques {<I>P} et des endommagements {o+} et {D-} pour chaque barre de Ia structure, 
devant verifier les equations [2].[3],[4],[8],[9],[11], et [12]. 

On discretise l'intervalle [O,T] en (O,tt •....... ,T); on calcule alors les inconnues du 
probleme uniquement aux instants choisis par une methode pas a pas classique. 
L'integration des lois d'evolution est realisee en utilisant une methode numerique 
appropriee que sera precisee dans les sections 5.2, 5.3 et 5.4. 

Les equations [2],[3],[8],[9] et les lois d'evolution discretisees explicitees plus loin, 
en 5.2 constituent un systeme d'equations qui met en relation les deplacements 
generalises {q} et les forces generalisees {Q} a Ia fin chaque pas. On ecrit formellement 
cette relation, pour chaque barre, de Ia fa~n suivante: 

[14] 

L'equation d'equilibre quasi statique [4] a Ia fin d'un pas quelconque devient alors: 

m 

{L(X)}:::: {P} - }: {Q(X)}b:::: 0 [15] 
b = 1 

La resolution de l'equation [15] est appelee "probleme global" et peut etre effectuee par 
Ia methode de Newton, auquel cas il faut resoudre a chaque iteration le systeme 
d'equations lineaires suivant: 

Pour calculer les deplacements {X} a l'iteration k+ I, il faut done determiner les forces de 

chaque barre {Q(q)} et lejacobien [~]qui correspond aux deplacements {q} pour 

!'iteration k. Le calcul de ces matrices est designe "probleme local" et il sera decrit dans 
les sections 5.2 a 5.5. 
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5.2 Discritisation des lois d'ivolution. 

La discretisation des lois d'evolution sera realise en utilisant Ia methode suivante, 
dite "du facteur 9". Soit {A} = (Ai.Aj.An) Ia valeur a Ia fin du pas d'une variable interne 
quelconque. Autrement dit, {A} peut representee Ia valeur de Ia deformation plastique 
{<I>P} ou de l'une des matrices d'endommagement {D+} ou {IJ}. Soit {Y} Ia valeur de Ia 
force thermodynamique associee, c'est-a-dire {M} ou {G+} ou {G-}. L'evolution de Ia 
variable interne {A} est determinee par les fonctions seuil hi de Ia rotule i et hj.de Ia 
rotule j de Ia maniere decrite dans Ia section 4.4. Les fonctions h representent done des 
fonctions de plasticite ou d'endommagement. Les multiplicateurs inelastiques asocies 
aux fonctions seuil hi et ~ sont: Aj pour Ia rotule i et Aj pour Ia rotule j. L'increment 
de Ia variable interne durant un pas de calcul sera designe {M} et les valeurs de Ia 
variable interne dans Ia configuration au debut du pas est {Ao}. Alors l'increment de Ia 
variable interne peut etre approche comme suit: 

6Aj = 6A.j dhj I 
iJYi {A;Y}={A9;Y 9} 

6A- = 6A.. abj I [16] 
J J iiYj {A;Y}={A9;Y 9} 

6An = 6A.j dbj I + 6A.· dhj I 
ay n {A;Y}={A9;Y 9} J iiY n {A,Y}={Aa,Y a} 

oil {Y9} = 8 {Y} +(I- 8){Yo}, 0:S:8:S:l 

Ce schema d'integration implicit est similaire a celui qui est utilise dans les 
problemes de milieux continus avec endommagement. Un etude sur Ia stabilite de cet 
algoritlune peut etre consulte dans [BEN89]. Dans cet etude, on montre que Ia limite 
superieure du pas assurant Ia convergence des iterations est d'autant plus petite que le 
parametre 8 est grand. D'autre part l'algoritlune est incoditionellement stable quelque 
soit le signe de Ia partie reelle des valeurs propres du jacobien pour 8 01: 1/2; c'est 
pourquoi, on adopte usuellement Ia valeur l/2. 

5.3 Resolution du probleme local. 
Par Ia resolution du probleme local, on determine, pour chaque barre, le vecteur de 

forces nodales (matrice {Q}) et Ia matrice de rigidite tangente (matrice [~] ). La 

barre peut alors etre introduite comme element fini dans une bibliotheque de logiciels de 
calcul de structure standards. Le calcul de cet element est realise en trois etapes: 
a) Calcul de Ia matrice des deformations de Ia barre a partir des deplacements de Ia barre 
{q}. 
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b) Calcul de Ia matrice des contraintes {M}, des variables internes {A}, des forces 

thermodynamiques {Y} et dujacobicn en coordonnees locales [:~] a Ia fin du pas, a 
partir de Ia matrice des deformations determinee a l'etape precedente. 

c) Cal cui de Ia matrice des forces de Ia barre {Q} et du jacobi en [ ~] en coordonnees 

globales a partir des matrices des contraintes et du jacobien en coordonnees locales 
determines a l'etape precedente. 

La premiere etape est realisee par I' application directe des equations de compatibilite 
[2b] en petits deplacements, ou [2a] dans le cas general. La deuxieme etape est decrite 
dans Ia section 5.4. et Ia troisieme dans Ia section 5.5 

5.4 Calcul des contraintes et du jacobien local. 

Pour le calcul des contraintes et des variables internes a Ia fin du pas, on doit 
resoudre le systeme d'equations non-lineaires constitue par Ia relation contrainte
deformation [8], Ia loi d'evolution discretisee [16] et les criteres de charge-decharge des 
lois d'evolution. Les inconnues du systeme soot done: Ia matrice des contraintes, les 
multiplicateurs inelastiques et les variables internes. On ecrira ce systeme d'equations de 
Ia maniere suivante: 

{R(M,<I>.Ar)} = 0 
{A}r- {Ao}r- {T(A.,M,<I>.ArHr = 0 
{V(A.,M,<I>.ArHr = 0 

r = 1,2,3, ..... [17] 

oil {A}l, {A}z, {A}3 ..... , representent les variables internes du modele, c'est a dire: 
{<I>P}, {D+}, {D-} .... 

{R(M,<I>.Ar)} ={<I>}- {<I>P}- [F(D+ ,M)){<M>+}- [F(D-,M)){<M>_} 

{T(A.,M,<I>.ArHr = 

6."'. dhj 1 
I dYj 

9 

i)h· I 
6. A. j ff. 

J 9 

ilhj 1 
6. A. i iJY + 

n 
9 

{V(A.,M,<I>.ArHr = lv~] 
J r 
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f
hi(M,<I> ,A) = 0 si Ia variable Ai de l'ensemble de variables 

V
·- internes {A}r est "active" 

·-
aA.j = 0 si Ia variable Ai de l'ensemble rest "inactive" 

Ce systeme peut etre resolu par Ia methode de Newton. Cependant on ne sait pas a 
priori queUes sont les variables internes "actives". On utilise alors l'algorithme ci
apres et qui peut etre decompose en trois etapes: 
a) L'etape dite "predicteur elastique". Celle-ci consiste a calculer Ia matrice de contraintes 
{Me} a Ia fin du pas en supposant qu'il n'y a pas de modification des variables internes. 
Ce calcul est realise par la resolution de l'equation suivante: 

On peut alors avoir une estimation des variables internes actives par le critere: 

{
s~ fi(Me,<I>,Aor) > 0 

SlnOn 

Ai de !'ensemble rest suposee active 

Ai de l'ensemble rest suposee inactive 

b) L'etape que l'on appelle "correcteur inelastique" qui consiste a resoudre le systeme 
d'equations [17], par exemple, par la methode de Newton a partir des resultats de l'etape 
precooente. 
c) L'etape que l'on appelle "verificateur" oii l'on verifie que: 

c1) Toutes les variables jugees "actives" le soot effectivement,par Ia verification des 
inegalites [10]. Celie qui n'a pas le signe approprie, indique que Ia variable interne en 
question n'est pas active. 

c2) Toutes les variables jugees "inactives" le sont effectivement, par le calcul des 
fonctions seuil qui doivent etre negatives ou nulles. Celie qui n'a pas le signe approprie, 
indique que Ia variable interne en question n'est pas "inactive". 

Si l'etape de verification est passee avec succes,le calcul de contraintes et des variables 
internes est terrnine; sinon on recommence Ia correction inelastique avec une nouvelle 
estimation. Dans les exemples presentes dans cet article, cet algorithme a converge, dans 
le cas le plus defavorable, en deux iterations. 

Apres le calcul de l'etat a Ia fin du pas, on peut determiner le jacobien en 
coordonnees locales. En effet, les equations [17] definissent de fa~on implicite 
l'expression de Ia matrice de contraintes en fonction des deformations, par consequent on 
peut ecrire: 



Calcul simplifie de portiques endommageables 65 

[ aR ] [ aM] [ aR ] [ aAr] = _ [ aR] aM act> + aAr act> act> 

[ aAr] _ [ aT] [aM] _ [ K] [ aAr] _ [aT] [ a 'A] = [ aT] 
act> aM act> aAr act> a'A act> act> 

[ av] [aM] [ av] [aAr] [ av] [ a'A] [ av] aM act> + aAr act> + a 'A act> = - act> 

La resolution de ce systeme lineaire d'equations matricielles pennet d'obtenir le jacobi en 

[~~]. 

5.5 Calcul des forces nodales et du jacobien en coordonnles globales. 

La matrice de forces generalisees {Q} peut alors etre calculee directement par 
l'equation d'equilibre de la barre [3]. Le jacobien en coordonnees globales, pour le cas 
particulier des petits deplacements, est obtenu en utilisant les equations [2b] et [3b]: 

Dans le cas general ("grands deplacements"), on cherche une expression du type: 

{dQ} = [~] {dq}; 

d'apres [3a] et !'equation de compatibilite [1], on a: 

Le dernier terme de la derniere equation peut etre exprime de la f~on suivante (voir 
annexe 5): 

[<ffiA] T {M} = [CA] {dq}; 

le jacobien en coordonnees globales est done donne par: 
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6 Exemples d'application. 

Un logiciel qui contient l'element fini decrit dans Ia section 5 a ete develop¢. Celui
ci est pour l'instant limite au calcul en petits deplacements et il ne prend pas en compte 
des effets unilateraux. Un interface de connexion avec le logiciel ABAQUS [ABA89] a 
ete egalement ecrit. Ce logiciel a ete verifie en comparant les calculs analitiques realises 
pour les essais d'identifcation du modele de Ia section 4.5 avec les resultats obtenus avec 
ABAQUS. 

Deux exemples traites a l'aide de celogiciel sont presentes dans les sections 6.1 et 
6.2. 

6.1 Portique a quatre etages avec efforts imposes. 

Dans cet exemple on etudie le portique de Ia figure 7. Chaque poteau est represente 
par un seul element. Les poutres de tous les etages sont discretisees en deux elements de 
telle fa~n que l'endommagement puisse etre localise aussi au milieu de chaque poutre. 
On a utilise les fonctions seuil [13]. Les caracteristiques des barres de Ia structure sont 
les suivantes: 

Poutres : Lp= 9,15 m. El= 12420 KN-m2 AE= 414000 KN 
Mer= 0 Mp = 300 KN-m Mu = 403 KN-m <I>Pu = 0,4 

Poteaux : Lc= 3,66 m El=11960 KN-m2 AE= 575000 KN 
Mer = 0 Mp = 500 KN-m Mu = 600 KN-m <I>Pu = 0,6 

Ces valeurs ont ete choisies arbitrairement et ne correspondent pas necessairement a des 
parametres representatifs d'un portique reel. L'histoire des parametres de charge Q et P 
est indiquee sur Ia meme figure. On applique nne charge verticale d'abord, puis une 
charge horizontale croissante jusqu'a Ia charge limite de Ia structure. La courbe Q en 
fonction du deplacement horizontal du noeud superieur gauche est indiquee en figure 8. 
Le diagramme des moments ainsi que les valeurs de l'endommagement et de Ia 
deformation plastique dans les rotules inelastiques a differents niveaux de sollicitation 
sont indiquees en figure 9. Les valeurs des parametres d'endommagement sont indiquees 
sur Ia figure par une lettre placee a cote de chaque rotule; a chaque lettre correspond 
l'intervalle de valeurs indique sur Ia meme figure. Les diagrammes des moments ont ete 
dessines a echelle: Ia longueur qui correspond a 125 KN-m est precisee dans Ia figure. 
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Figure 7. Portique a quatre etages avec efforts imposes. Geometrie et sollicitation. 
Pmax = 10 5 KN, Qmax = 210 KN 
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Figure 8 Courbe force-deplacement du noeud superieur gauche du portique. 
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a) 

0 rotule avec endommagement sans plasticite 
e rotule plastique avec endommagement 
0 0.00 s: d s: 0.05 a 0 0.05 s: d s: 0.10 

c0 o.15 s: d s: 0.20 do 0.20 s: d s: o.25 
Diagramme des moments: I 125 KN - m 

bO 0.10 s: d s: 0.15 
eo 0.25 s: d s: 0.30 
f 0 0.30 s: d s: 0.35 

Figure 9. Diagramme des moments ainsi que valeurs de l'endommagement et de Ia 
deformation plastique a differents niveaux de Ia sollicitation. a) P = P max • Q = 0. 
b) P = P max , Q = Qmax I 2 c) P = P max , Q = 3 Qmax I 4 , 
d) P = Pmax, Q = Qma.\: 
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6.2 Portique avec deplacement impose. 

L'exemple precedent ne montre pas le caractere adoucissant du comportement puisque 
Ia structure est soumise a des efforts imposes. Dans cet autre exemple, on considere le 
portique qui est indique en figure 10 soumis A un deplacement impose du noeud 
superieur gauche. 

Sm. j 

j barre 2 

3m. 2,5m 
barre3 

j 

Figure 10. Portique a deplacement impose. EI = 332 KN-~; AI= 3,32 x 10 -8 m6; 
m = 0,991 KN-m, n = 1, Gcr = 0,085 KN-m. 

On utilise les fonctions de plasticite et d'endommagement suivantes pour chaque 
rotule: 

f= -1 g = G - m ( d)n + Gcr 

oil m, net Gcr soot des parametres du barre. 
L'emploi de ce modele, qui n'a pas ete identifie avec des resultats experimentaux, 

permettra I' apparition de rotules endommagees ( c'est a dire de rotules oil le parametre 
d'endommagement prend Ia valeur un) dans Ia structure. 

L'emploi de une fonction de plasticite constante et negative (de valeur arbitraire) est 
un artifice afin de ne considerer que l'endommagement comme variable interne dans le 
cal cui. 

La courbe force-deplacement du portique jusqu'a l'apparition de Ia premiere rotule 
endommagee est indiquee en figure 11. Dans cette figure on peut remarquer Ia phase 
d'adoucissement de Ia structure jusqu'a I' apparition de Ia premiere rotule endommagee. La 
courbe force-deplacement est reguliere meme dans Ia partie adoucissante. L'evolution des 
parametres d'endommagement est indiquee en figure 12. La figure 13 montre Ia 
distribution de moments sur le portiques a differents etapes du chargement, une 
distribution elastique sans endommagement (figure 13a),la distribution immediatement 
apres l'apparition de Ia premiere rotule endommagee (figure 13b),la distribution apres 
I' apparition de Ia deuxieme rotule endommagee (figure 13c) et enfin Ia distribution apres 
Ia troisieme rotule (figure 13d). 
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Figure 11. Courbeforce- deplacement calculee du portique. 
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Figure 12. Evolution des parametres d'endommagement du portique en fonction du 
temps. 
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h) 
d = 0,19 
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Figure 13 Distribution des moments (en KN-m) et valeurs d'endommagement aux 
rotules inelastiques. a) Comportement elastique b) Apparition de Ia premiere rotule 
endommagee c) Apparition de Ia deuxieme rotule endommagee c) Apparition de Ia 
troisieme rotule endommagee. ( d'apres [FL091]) 

7 Conclusions. 

Un element fini pour le calcul de portiques elastoplastiques endommageables a ete 
develop¢. Cet element est base sur la notion de "modele de dissipation concentree" et 
ses lois d'evolution doivent etre identifiees avec des resultats experimentaux. Cet 
element peut facilement etre introduit dans la bibliotheque d'elements des logiciel de 
cal cui de structures standards. 

Les essais pour !'identification des lois d'evolution sont des essais classiques du 
genie civil, au moins dans le cas particulier des portiques plans. On pourrait aussi 
envisager d'adapter certains modeles de comportement des unions poutre-poteau que l'on 
trouve dans Ia litterature, au cadre developpe dans ce travail. 

Dans les exemples presentes, on n'a pas remarque d'instabilites numeriques. Les 
exemples presentes et d'autres similaires semblent indiquer que, au moins pour une 
discretisation particuliere, Ia methode proposee permettrait de mener des simulations 
numeriques de l'effondrement des portiques en efforts ou deplacements imposes. Bien 
entendu, des etudes mathematiques approfondies doivent etre realisees avant de pouvoir 
affirmer que le probleme est bien pose dans le cas general. 
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Annexes 

1) Expression de Ia matrice de transfonnation [BA] d'apres Powell [POW69] : 

c 
L 
c 
L 
-s 

1 

0 

0 

s 
L 
s 
L 
c 

c 
L 
c 
L 
s 

ou s =sin a, c =cos a, a est l'angle du barre avec l'axe de reference (voir figure 2) et 
L Ia longueur du barre. 

2) Relation entre defonnations et deplacements en "grands deplacements" d'apres Powell 
[POW69]: 

ou 

<~>i = q3 +<eo- eA) ; 
0 =LA- Lo 

eo = arctg (~~ ) 

2 2 1/2 
Lo = ( Xo + Yo ) , 

XA = Xo + Q4- Ql, 

eA = arctg lx~) 

2 2 1/2 
LA= ( XA + YA ) 

Xo projection de Ia barre dans Ia configuration initiate sur I' axe x. 
Yo projection de Ia barre dans Ia configuration initiate sur I' axe y. 
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3) Matrice [SO] dans le cas particulier d'une barre de longueur L, section A et inertie I 
constantes : 

[SO] =.m_ [i ~ ~ ] 
L 0 0 A/1 

4) Matrice [FA] dans le cas particulier d'une barre de longueur L, section A et inertie I 
constantes, d'apres Bazant et Cedolin [BAZ91] : 

41 0] 'I' 0 
0 All 

si N :?: 0 

dans le cas contraire 

{

I ( I I ) . t sin 't- t SI 

41= 

~(~- si~h 't) 

N:?: 0 

dans le cas contraire 

N est Ia force axiale. 

5) Matrice de transfonnation pour le jacobien [CA] d'apres Powell [POW69] : 

s2 -sc 0 -s2 sc 0 
-sc c2 0 sc -c2 0 

[CA] = N 
0 0 0 0 0 0 
-s2 sc 0 s2 -sc 0 
sc - c 2 0 -sc c2 0 
0 0 0 0 0 0 

ou s = sin a, c= cos a et N est Ia force axiale. 
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