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RESUME. Ce travail concerne /'analyse non lineaire geometrique (grands deplacements) et 
materielle (plasticite) de structures formees de plaques et de coques minces, discretisees par 
facettes courbes triangulaires formulees en theorie de Marguerre. Les relations incrementales 
du modele sont fondees sur une description lagrangienne actualisee approchee, les champs 
des variables mecaniques et cinematiques sont rattaches a un systeme corotationnel de 
coordonnees liees ala position actuelle de la coque. La geometrie deformee de la coque est 
introduite dans le tenseur des deformations par Ia thiorie de Marguerre. L'etude 
elastoplastique est fondee sur un critere faisant intervenir les invariants du tenseur des 
contraintes generalisees (approximation d'Eidsheim et Larsen). En utilisant des variables 
globales, le processus d'integration numerique a travers l'epaisseur est evite tout en tenant 
compte de /'apparition progressive de la plasticite. Le calcul elastoplastique de 
l'accroissement de contrainte vraie par une approche integrale permet d'eviter un processus 
d'approximations successives dans le cas du critere retenu. Afin de gerer les processus non 
lineaires, l'algorithme de Newton-Raphson, associe au pilotage en sphere de rayon pondere, 
est utilise ; ce qui permet la determination automatique de toute Ia reponse d'une structure 
sous les hypotheses retenues. Le couplage de la theorie de Marguerre pour l'actualisation de 
la geometrie et du critere d'Eidsheim et Larsen pour la modelisation de la plastification 
progressive, rendu possible tout en evitant les iterations internes, conduit a une modelisation 
performante avec un nombre reduit d'elements. 

ABSTRACT. The purpose of this text is to present a geometrically (large displacements) and 
materially (plasticity) nonlinear analysis of thin plates and shells modelized by a curved 
triangular element based on Marguerre's theory. For computational efficiency an updated 
lagrangian description is used, referring the kinematical and mechanical field variables to 
local corotated coordinate frames. The curved shape of the shell is taken into account by 
Marguerre's theory. The constitutive equations are given in terms of increments ofmidsurface 
strains and curvatures and corresponding generalized stress ( Eidsheim-Larsen 
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approximation), thus avoiding the integration over the shell thickness and taking into account 
the propagation of plastic zones through the thickness. Integral approach is used to evaluate 
stress increments satisfying elastoplastic conditions, thus avoiding in some cases successive 
approximation process. The nonlinear response is determined using the Newton-Raphson 
method in conjunction with a scaling sphere, thus permitting an automatic piloting of the 
whole response in geometrically and materially nonlinear problems. An efficient solution with 
a small number of elements is obtained using Marguerre's therory coupled to Eidsheim
Larsen criterion which allowed progressive propagation of plastic zone without successive 
approximation process. 

KEY-WORDS : Marguerre's shell, finite element, large displacements, elastoplasic 
computations, generalized variables. 
MOTS.Cf..ts: coque de Marguerre, elements finis, grands deplacements, calcul elastoplastique, 
variables generalisees. 

0. Introduction 

Le developpement d'elements finis simples, efficaces et fiables, pour !'ana
lyse des structures minces, constitue toujours un important axe de recherche 
en mecanique des structures. La diversite des problemes rencontres en pratique 
rend cet objectif difficile a atteindre. Differents aspects, comme Ia simplicite et 
l'efficacite, ne sont pas toujours compatibles. 

Des travaux recents menes a l'Institut National des Sciences Appliquees de 
Lyon [ELK 2) [DJE 5), al'Ecole Polytechnique Federale de Lausanne [DEV 3) 
[JET 2) et a l'Universite de Liege [JET 1) [DEV 2), ont montre tout l'interet 
d'une nouvelle approche, appelee approche par coque quasi-plane de Marguerre 
[STO 2), qui semble repondre aces objectifs. En effet, Ia theorie de Marguerre, 
en permettant un compromis entre !'approche par facettes planes et celle en 
coordonnees curvilignes, offre des avantages interessants tant du point de vue 
simplicite qu'efficacite. Nous avons etendu cette theorie al'analyse non lineaire 
materielle des structures minces en presence de grands deplacements. 

Pour fixer les notations, nous rappelons tout d'abord le principe du travail 
virtue! en description Lagrangienne actualisee, ensuite nous exposons en detail 
comment Ia geometrie deformee de Ia coque est prise en compte dans le tenseur 
des deformations, puis nous decrivons les lois de comportement elastoplastiques 
exprimees en termes de contraintes generalisees sur Ia surface moyenne de Ia 
coque. 

Nous abordons ensuite les methodes numeriques utilisees pour resoudre des 
problemes elastoplastiques non lineaires. Apres avoir presente un algorithme de 
resolution automatique, nous decrivons une methode basee sur une approche 
integrale permettant de calculer l'accroissement de contrainte vraie et les defor
mations plastiques sans exiger d'iterations internes. Enfin, nous proposons un 
ensemble de tests de validation du modele ou nous avons compare les resultats 
obtenus a des resultats numeriques issus de Ia litterature. 
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1. Description Lagrangienne pour le calcul non lineaire 

1.1. Notations 

Afin d'identifier clairement les quantites mises en jeu, une notation derivee 
de celle proposee par Bathe et al. [BAT 4] est utilisee. Une variable v possede 
quatre positions d'indices notees 1,2,3,4 : ~vj: 
• 1 indique Ia date a laquelle Ia variable est consideree, 
• 2 indique la date de Ia configuration de reference, 
• 3 et 4 sont les positions habituelles de Ia notation indicielle. 

Un accroissement mesure sur une position est note par l'indice de cette 
position en 2. Les variables absolues, qui ne necessitent pas d'indication de Ia 
position de reference, sont notees sans utilisation de la position 2. Lorsque les 
positions 1 et 2 sont identiques, l'indice en 2 est omis. 

1.2. Description Lagrangienne Actualisee Approchee D.L.A.A. 

Connaissant une solution a Ia date t, nous cherchons les valeurs des variables 
d'etat a Ia date T = t + dt. Le principe des deplacements virt uels, ex prime a Ia 
date T, indique alors : 

fv; Uij 6; e;j dV = 6TWe [1] 

6T w. est le travail virtue! des actions exterieures, donne par : 

6TW. = f TIt htUj dV + f T /;' btU; dS 
•v •s 

[2] 

OtUi est un champ de deplacement cinematiquement admissible qui traduit une 
perturbation dU Champ reel U; 1 TIt et T fl SOnt respectiVeffient ieS densiteS deS 
actions volumiques et surfaciques. 

La contrainte de Fiola-Kirchhoff ; Uij et la deformation de Green ; e;i sont 
decomposees a partir des valeurs connues a Ia date t et des accroissements infi
nitesimaux inconnus, notes par l'indice inferieur gauche t. Cette decomposition 
fait apparaitre la contrainte de Cauchy trii 

tT;j + tUij 

avec: et 

La relation entre les accroissements de contrainte et de deformation est notee 
par : 

[3] 
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L'expression [1] s'ecrit alors en negligeant les termes differentiels d'ordre 2 : 

Le detail de cette formulation est donne dans [LEM 2]. Fondee sur Ia discreti
sation de !'equation [4], Ia construction du modele elements finis est maintenant 
effectuee sur une configuration proche de Ia configuration actualisee a Ia date 
t. 

2. Modelisation des coques en elements finis 

2.1. Hypotheses de Ia theorie des coques 

Les differentes theories des coques minces font intervenir des hypotheses sur 
Ia nature des contraintes et des deformations. Pour notre part, nous avons 
retenu les hypotheses suivantes (Love- Kirchhoff) : 
• hypothese de Bernoulli-Euler : les sections normales a Ia surface moyenne 

de Ia coque avant deformation restent normales a Ia surface moyenne apres 
deformation ; l'influence de Ia deformation due au cisaillement transversal 
est negligee, 

• hypothese de contraintes planes : Ia contrainte de Cauchy suivant Ia normale 
a Ia surface moyenne est negligeable, 

• hypothese d'incompressibilite transversale : pas de variation d'epaisseur de 
Ia coque lors de Ia deformation. 

2.2. Generalites sur Ia modelisation des coques 

La modelisation des coques est souvent effectuee par une discretisation de 
Ia surface moyenne en facettes planes. Cette procedure simple est satisfaisante 
dans certains cas. Elle peut etre insuffisante pour bien decrire Ia geometrie ini
tiate et elle ne permet pas de representer correctement une geometrie deformee 
a une date t. La construction d'un element courbe est rendue delicate par Ia 
necessite d'eviter tout phenomene de blocage. Une solution a ete proposee par 
Stolarsky et al. [STO 2] sur une base triangulaire. Elle est fondee sur l'ecriture 
des equations de deformations, en coordonnees cartesiennes, sur le plan de pro
jection d'un element de coque : c'est Ia theorie de Marguerre, dans laquelle Ia 
geometrie est caracterisee par les derivees premieres de Ia surface et non pas 
par les rayons de courbures, comme cela est classique dans le cas des coques 
surbaissees. La convergence est assuree car les pentes tendent vers zero avec Ia 
diminution de Ia taille des elements. 

Nous proposons d'etendre cette theorie a !'analyse non lineaire materielle 
des coques minces en presence de grands deplacements. Les formulations de Ia 
theorie sont exprimees en termes de variables generalisees. 
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2.3. Cinkmatique de la deformation en theorie de Marguerre 

La thkorie de Marguerre, en grands ddplacements, consiste a considdrer la 
coque ddformde a la da te  t comrne une configuration obtenue a priori  apr&s un 
petit ddplacement fictif d’une configuration plane de rdfdrence ‘II. Ce ddplace- 
ment fictif est supposl purement normal (pas de rotation) au plan de rlflrence 
‘n. 

la sur- 
face moyenne de la coque. Soit l’espace cartdsien (‘XI, ‘X2, ‘ X g )  appartenant 
au plan ‘n et dkfini par le systeme d’axes orthonormds *z, ‘z, ‘z (figure 
1). Tout point de la surface moyenne de la coque a la date t. est donnd par le 

vecteur ts : 

Considdrons le plan ‘II passant par les points ‘i , ‘ j  , ‘k, appartenant 

oh *Z(‘z,) est l’lquation de la gdomdtrie ddformeie a la date t 

Figure 1 : Cinkiiiatique des diformations en D . L . A .  
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---Le systeme d'axes curvilignes ( 1T1 , 
1T2 , 1 N) est rat tache a Ia surface moyen-

ne de Ia coque. II est defini par les tangentes 1 7f, 1 T; et Ia normale 1 N. On 
a alors : 

-t- a 1Ro 
tei+tz,.,, lfi Tr = atxl = 

t- a~~ 
te;+tz,.,

1 
1e3 [6] 

T2 
atx2 

tfl t- t-= Tr 1\ T2 = tz ~- tz ~- ~-- ,.,, er - ,:r 1 e2 + ea 

Ces vecteurs sont orthogonaux et normes pour un element surbaisse ou : 

C Z,.,, )2 <t:: 1 , C Z,., 1 )
2 <t:: 1 , 1 Z,.,, 1 Z,., 1 ¢: 1 

Un point quelconque de Ia surface de Ia coque est defini par le vecteur 1R : 

[7] 

ou ( est Ia coordonnee ( constante par hypothese) selon I 'epaisseur de Ia coque. 
A vee [5)[6][7], on a : 

-Le vecteur T Ro, qui donne Ia position de Ia surface moyenne apres deforma-
tion (dans Tf), a pour expression : 

T- t- -(t Ro = Ro + t U Xa) 

t u eX cr) est le vecteur accroissement de deplacement entre t r et T r. En 
considerant 1ur = 1u , 1u2 = 1v , 1ua = 1w, on obtient : 

[9] ---Dans T r' on definit les memes axes curvilignes r Tr' T T2' TN)' avec : 

-Tr; aT Ro 
- a1xr 

- aT~ 
TT2 

atx2 

[10] 

Sachant que le passage de tr a Tf est infiniment petit, nous pouvons -considerer que le vecteur TN est sensiblement norme. 



Modelisation elastoplastique des coques minces 413 

La position d'un point quelconque a Ia date T est donnee par : 

[11] 

La deformation de Green est definie par : 

OrR orR 8tR atR 
2 teaf3 = otxa otxf3 otxa otxf3 [12) 

En combinant les relations [8) a [12] et en negligeant les termes (tU,a )2 ' 

(tV,a ) 2 , tU,a · (I Z,af3 + tW,af3) ainsi que ceux en ( 2, on trouve !'expression de 
teaf3 : 

1 ( t t ) [ 1 teaf3 = 2 tUa,f3 + tUf3,a + Z,a tW,f3 + Z,f3 tW,a- 2 ( tW,af3 + tW,a tW,f3 13 

Dans !'expression de teaf3, on retrouve les termes classiques de membrane 
et de flexion et un terme supplementaire t Z,a 1w,f3 + t Z,f3 tW,a qui traduit le 
couplage par les pentes. L'application directe de ces relations est a l'origine 
du phenomene de blocage de membrane qui peut etre evite par decomposition 
modale [STO 2]. 

En theorie des coques, les deformations en un point quelconque de Ia coque 
sont exprimees en fonction des deformations de la surface moyenne et des cour
bures. Ces deformations sont appelees, par la suite, deformations generalisees : 

[14] 

teaf3 et tXaf3 sont respectivement les accroissements de Ia deformation de mem
brane et de courbure. Leurs composantes sont donnees par : 

1 ( t t 
teaf3 = 2 tUa,f3 + tUf3,a + Z,a tW,f3 + Z,f3 tW,a + tW,a tW,f3) 

[15] 

tXaf3 - tW,af3 

2.4. Efforts de Ia theorie des coques 

Les efforts resultants, par unite de longueur, sur des sections normales a Ia 
surface moyenne d'epaisseur h, sont : 

et [16] 

Ces efforts sont appeles par Ia suite contraintes generalisees (ou globales) 
associees aux deformations generalisees deja definies. L'accroissement du ten
seur de contraintes generalisees est alors : 
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et [17) 

ou tUaf3 represente l'accroissement du tenseur de contrainte de Fiola-Kirchhoff 
entre Ia date t et T mesure a Ia date t. La relation entre contraintes generalisees 
et deformations associees peut etre ecrite en notation vectorielle : 

{tN} = [Cm) {te} + [Cmf) {tX} 

{tM} = [Cmf ]t {te} + [CJ) {tX} 
[18] 

Les matrices [Cm] , [C,] , [Cmf] caracterisent les proprietes elastiques du 
milieu. En raison de Ia symetrie et de l'homogeneite du milieu, Ia matrice 
[Cm1] s'annule. Les matrices [Cm] et [C1) sont donnees par: 

[Cm] = E\ [~ 
1- II 0 

La generalisation de ces relations a un materiau anisotrope ne pose pas de 
difficulte de principe. 

3. Lois de comportement elastoplastique 

Lorsque les niveaux de contraintes et de deformations sont eleves, le compor
tement d'un corps solide ne peut plus etre approche par un modele elastique 
lineaire classique ( correspondant a Ia loi de Hooke generalisee) et il est neces
saire de recourir a des modeles de materiau plus elabores. Nous limitons ce 
travail a !'etude des petites deformations elastoplastiques des materiaux, en 
admettant que Ia duree du processus de deformations est suffisamment petite 
pour que les phenomenes visco-plastiques puissent etre negliges. Dans ce qui 
suit, nous considerons des materiaux isotropes homogimes tels que : 
• les coefficients elastiques tciir• restent constants au cours des chargements, 
• l'effet Bauschinger est absent (le seuil de plasticite en traction est identique 

au seuil en compression), 
• les decharges elastiques sont negligees. 

3.1. Approche elastoplastique 

L'etude des structures minces en elastoplasticite peut etre abordee de deux 
manieres differentes : 
• en exprimant les lois de comportement ainsi que les criteres de plasticite 

en termes de variables locales, ce qui necessite une integration numerique 
a travers l'epaisseur. Generalement le nombre de points d'integration varie 
entre 5 et 10. Cette approche a ete retenue pour !'etude des plaques minces 
par Barnard [BAR 3) qui utilise !'element hybride de Allowood [ALL 1] avec 5 
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points d'integration a travers l'epaisseur. Bergan [BER 7] propose un element 
rectangulaire du type deplacement avec 11 points d'integration et Ando [KIK 
1] retient un element triangulaire avec 20 couches a travers l'epaisseur. Pour 
les coques minces, Chen [CHE 1] utilise un element triangulaire a 18 degres 
de liberte avec 12 points d'integration, Backlund [BAC 1] propose un element 
triangulaire plat a 12 degres de liberte avec 10 points d'integration et Landau 
[LAN 1] prend des elements isoparametriques degeneres avec un schema 
d'integration (2 x 2 x 2). Frey [FRE 1] a analyse !'influence de Ia plasticite 
a travers l'epaisseur. Cela lui permet de prendre en compte correctement les 
contraintes residuelles ainsi que les lois de comportement avec ecrouissage. 
Cette approche a l'avantage d'etre tres generale et de donner de tres bons 
resultats, mais presente !'inconvenient de Ia lenteur numerique et du stockage 
important des informations a traiter, ce qui n'est pas justifie dans le cas des 
structures minces. 

• En exprimant les lois de comportement ainsi que les criteres de plasticite en 
termes de variables generalisees, ce qui permet d'eviter le processus d'inte
gration numerique a travers l'epaisseur. Une telle approche a ete retenue par 
Crisfield [CRI 3] et Owen [OWE 1] qui utilisent des elements quadrilateres 
isoparametriques et Eidsheim et Larsen [EID 1] qui proposent deux elements 
quadrilatere et triangulaire plats. Backlund [BAC 2] propose un element tri
angulaire mixte et enfin Denis [DEN 1] utilise le meme element que Owen 
pour !'etude des plaques circulaires. 
Dans Ia suite, nous allons retenir cette deuxieme approche. 

3.2. Critere de Von Mises adapte aux plaques et coques minces 

L'expression Ia plus courante de la surface d'ecoulement pour les materiaux 
metalliques est celle de Von Mises (1913), ce critere a Ia forme suivante : 

t t t ) 1 t t 1, 2 [ 1 F( Iii , A = '2 S;i S;i - "3 u. 19 
1 S,i est le tenseur deviateur des contraintes, 1T;i est Ia contrainte de Cauchy 

a la date t et 1 u e est la limite elastique a Ia date t en traction simple. 
Ce critere est represente par un cylindre dans l'espace des contraintes prin

cipales. 11 a l'avantage de ne pas introduire une discontinuite de Ia normale 
comme dans le cas du critere de Tresca. 

A partir de ce critere, formule en variables locales, Robinson [ROB 1] et 
Ilyushin [ILY 1] ont propose une adaptation pour les plaques et coques minces 
en le formulant en termes d'efforts generalises (moments flechissants et efforts 
normaux): 

h est l'epaisseur de la coque. 1 N , 1M , 1 N M sont fonction des contraintes 
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generalisees, detinies par : 

tN _ tN2 + tN2 - 11 22 [21] 

[22] 

1NM = 1Nu 1Mu + 1N22 1M22 

- ~eNu 1 M22 + 1N22 1Mu)+ 31N121M12 [23] 

Rappelons que l'effet des contraintes de cisaillement et des contraintes nor
males a la surface moyenne 1Tnn est neglige. 

Robinson [ROB 1] a montre que !'equation [20] est Ia meilleure parmi les 
approximations proposees qui sont line aires dans l'espace de 1 N, t M, 1 N M. 
On note que !'equation [20] est une approximation et n'est valable que pour 
des situations oil le moment flechissant est dominant [CRl 4]. 

Crisfield [CRI 5] a montre que !'utilisation de !'equation [20] pour des struc
tures contenant un nombre important d'elements comprimes, donne une sur
estimation des charges de ruine. Une methode approchee a ete proposee [CRJ 
5] afin de tenir compte de Ia propagation de Ia plasticite a travers l'epaisseur. 
Cette methode consiste a introduire la notion de courbure plastique equiva
lente dans le critere de plasticite. Pour cela, le terme ML dans !'equation [20] 
est remplace par 1aexp,) ML, oil 1aexp,) est un coefficient a determiner. 

Pour un etat multiaxial, Crisfield [CRI 6] propose la relation : 

t t- 1 8 rc.-
a(xp,) = 1- 3 ezp(-3y 1Xp,) [24] 

1Xp, est Ia courbure plastique equivalente adimensionnelle obtenue par somma
tion des increments de courbure plastique equivalente : 

[25] 

Eh 2 2 2 1 2 )1/2 
= ( 30'e) J3 (tXp~ + tXpy + tXp~ tXpy + 4tXp~y [26] 

tXp~ , tXpy , tXp~y sont les increments de la courbure plastique a Ia date t. 
En consequence, le critere de plasticite a Ia forme : 

1N 1M Sign(1NM) 1NM 1 F = 1:r2 + + - 1 = 0 [27] 
NL 1a2Mt /3 1aNLML 

Afin d'ameliorer le comportement au debut de la plastification, Eidsheim et 
Larsen [EID 1] propose !'approximation suivante : 
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ou le parametre 1 (3 est donne par : 

[29] 

3.3. Formulations elastoplastiques en variables generalisees 

Uncouple eNa/3, 1M0113 ) est dit plastiquement admissible lorsqu'illui cor
respond au moins une distribution de contraintes 1T;; plastiquement admis
sibles. 

Le principe de normalite et !'hypothese de petits increments de deformations 
donnent !'expression du multiplicateur plastique : 

tAp = < F,m > [Cm] {,e}+ < F,j > [c,] {,x} 
[30] 

11m + 'IJ 
avec: 

11m = < F,m > [Cm] {F,m} 

tiJ < F.J > [c,] {F.J} 
8 1 F 8'F 8 1 F 

< F,m > = < 8 t Nu , -- --> 
8'N22 ' 8'N12 

8 t F 8 1 F 8 1 F 
<F.J>=<8'Mu, -- --> 

8'M22 ' 8 1M12 
tAp depend des efforts generalises ce qui introduit un couplage membrane

flexion dans les relations de comportement. La relation tangente elastoplastique 
s'ecrit : 

avec: 

{,N} = '[C~] {,e} + '[C~1 ] {tX} 

{ 1M} = '[c~,]' {,e} + '[C?J {,x} 
[31] 

t [C~] = [Cm] - 11 [Cm] { F,m} < F,m > [Cm] [32] 

'[CjP] = [C1] - '1 [C1] {F.J} < F,1 > [C1] [33] 

1 [C~1 ] = - 11 [Cm] {F,m} < F.J > [c1] [34] 
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4. Modelisation numerique et resolution 

4.1 Discretisation par elements finis 

Elle est effectuee sur la base d'un element courbe triangulaire a 15 degres 
de liberte. A chaque nreud sommet sont affectees 5 variables nodales, les de
placements 1u, 1v, 1w suivant les directions 1z, 1y et 1n et les rotations 18,, 1811 
autour des axes 'z, 'y. Des coefficients de rigidite fictits, associes ala rotation 
autour de la normale, sont introduits selon la methode proposee par [ZIE 1]. 

Cet element est le resultat de la superposition d'un element de membrane 
C.S.T. (Constant Strain Triangle) [ZIE 1] modifie par la theorie de Marguerre 
et d'un element de plaque en flexion D.K.T. (Discrete Kirchhoff Triangle) [BAT 
5]. 

La presence de la geometrie deformee dans le tenseur des deformations con
duit au phenomene appele dans la litterature : blocage de membrane. II est leve 
par decomposition modale [STO 2]. 

La non-linearite des lois elastoplastiques et la presence de grands deplace
ments nous conduisent a. disposer d'une technique de resolution numerique des 
lois elastoplastiques en grands deplacements, elle est developpee au prochain 
paragraphe. 

4.2. Technique de resolution en sphere 

Les equations differentielles d'equilibre (en utilisant un modele de type ele
ments finis) sont obtenues en appliquant le principe des travaux virtuels pour 
la structure entiere. Le systeme d'equations ala date t, pour !'iteration (j), est 
donne par: 

[35] 

ou < 1 R<i- 1) > represente le vecteur residu d'equilibre a !'iteration (j- 1) et 
'[I<T]U- 1> la matrice tangente. 

Dans certaines situations, le parametre ~ est fixe et on cherche les n compo
santes des deplacements < q > telles que l'equilibre soit satisfait, ou alors on 
fixe une composante de < q > et on cherche alors ~ et les n - 1 autres compo
santes de < q >. Ces deux situations sont des cas particuliers du probleme ge
neral pose par la determination automatique des courbes charge-deplacement. 

Nous proposons de generaliser Ia technique de pilotage en longueur d'arc en 
imposant Ia norme euclidienne d'un vecteur pondere {7} defini par : 

{7} = [ [[a] {q} ]' , v'b ~ r 
[a] est une matrice carree dont les elements non diagonaux sont nuls, 

b est un scalaire arbitraire. 

[36] 

Cette technique appelee "technique de pilotage en sphere ponderie", pre
sente l'avantage d'etre tres generale et de contenir les approches habituelles de 
pilotage [GHA 1]. 
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Une equation supplementaire lie le parametre de charge A en imposant Ia 
condition du rayon pondere : 

-2 
t S = < 7 > {7} = < tQ > [a]t [a] {tq} + b tA 2 [37] 

t§ est une longueur fictive d'un arc dans l'espace R"+ 1• 

5. Resolution des lois elastoplastiques en grands deplacements 

La nature differentielle des lois elastoplastiques et Ia presence de non-linea
rites geometriques imposent de considerer une methode de resolution iterative. 

Au cours d'un processus incremental iteratif elastoplastique, le residu d'equi
libre est calcu!e pour chaque iteration a partir de l'etat de contraintes residuelles 
obtenu en faisant au debut de chaque iteration Ia difference entre les contraintes 
issues d'un calcul elastique (verifiant les equations d'equilibre mais non neces
sairement plastiquement admissibles) et les contraintes elastoplastiques veri
fiant le comportement. Cette methode est Ia plus repandue dans les codes de 
calcul elastoplastique sous differentes versions [NAY 1]. Elle presente l'avantage 
de pouvoir tenir compte du cas de plasticite parfaite. 

Connaissant une configuration d'equilibre tr a Ia date t, nous cherchons Ia 
configuration rr tres proche de tr. Le passage est non lineaire et un processus 
iteratif est necessaire. 

Considerons un niveau de chargement donne par bA + AU) correspondant 
a une configuration intermediaire non equilibree trtn oil (j) caracterise Ia 
procedure iterative : 
• dans un premier temps, nous effectuons un calcul elastique permettant de 

determiner l'accroissement du facteur de charge tA(j), l'accroissement du 
vecteur des variables nodales tq(j) et par consequent, !'increment total des 
deformations generalisees, 

• une fois l'accroissement des deformations generalisees determine, nous pou
vons calculer l'accroissement des contraintes generalisees < N!j) , M!j) > 
en supposant un comportement purement elastique, 

• les contraintes ainsi obtenues verifient les equations d'equilibre, mais ne sont 
pas necessairement plastiquement admissibles. Pour cela, nous effectuons un 
calcul elasto-plastique permettant de determiner les contraintes vraies et les 
deformations plastiques. 

5.1. Calcul des contraintes vraies 

Au debut de chaque iteration, nous effectuons un calcul elastique des con
traintes gen~ralisees < N~i) , M~j) > a partir des deformations generalisees 
< <(J) , X(J) >. Les equations d'equilibre sont satisfaites mais pas le critere 
de plasticite. Le calcul du critere F( t N + N!j) , t M + M~j) ) peut donner 
I 'un des resultats suivants : 
• F < 0 : on reste dans le domaine elastique et par consequent, le calcul 
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elastique de l'accroissement de contrainte < N!i) , M~j) > est correct ; 
aucune plastification ne se produit au cours de cette iteration. 

• F > 0 : une plastification s'est produite au cours de cette iteration, le calcul 
suppose elastique conduit a un etat plastiquement non admissible. 
II est done indispensable de ramener l'etat de contrainte sur Ia surface de 

plasticite lorsque F > 0. Pour cela, une correction sur les contraintes est 
necessaire et nous allons montrer comment l'effectuer sans processus iteratif. 

5.2. Approche Integrale en Plasticite 

Le probleme pose est le suivant : dans un calcul elastoplastique, un increment 
de contrainte calcule en supposant un comportement elastique doit etre corrige 
de fac;on a ce que le critere de plasticite ne soit pas viole. 

5.2.1. Systeme differentiel elastoplastique 

Considerons un niveau de chargement donne par bA + A(j). L'accroissement 
de chargement est alors AU) {P}. II lui correspond un increment de contrainte 
generalisee (reel) {1T9 } tel que : 

{tT9} = 1[H9]Ci) ({tt9}- {tt~}) [38] 

ou 1[H9 ]Ci) represente Ia matrice elastique de Hooke et < 1t 9 > !'increment 
total des deformations generalisees correspondant a !'increment des contraintes 
generalisees < 1T9 >. lis sont definis par : 

< ttg > = < ttu , tt22 , 2 tt12 , tXu , tX22 , 2 tX12 > 

< tT9 > = < tNu , tN22 , tNt2 , tMu , tM22 , tMt2 > 
< 1 t~ > represente !'increment total de deformation plastique donne par : 

< t!~ > = < tfg > - < tf: > 
ou < tf~ > est Ia partie elastique de l'accroissement de deformation. 

Notons < d'u > !'increment total de contrainte generalisee dans une 
evolution purement elastique : 

[39] 

II vient ainsi : 

[40] 

La loi de normalite relie Ia deformation plastique, l'etat de contrainte 1Tap, 
le critere de plasticite F( 1Tap, t A) et les parametres de l'ecrouissage t A : 
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[41] 

Soit : 

tl1 
{ du} - t [ H ]<n 8 t F 

tl1 9 a{tT9 } 
[42] 

{tT9 } 
-- = 

Cette relation n'a de sens que si t1J existe, ce qui implique une evolution 
dans le domaine plastique. Pour Ia resoudre, !'hypothese suivante est posee : 

Ia quantite {t Tg} est constante pendant un pas de calcul suffisamment petit. 
tl1 

Cela revient a supposer que Ia variation purement elastique des contraintes 
est lineairement repartie sur le pas de chargement, ce qui permet de consi-

derer {tTg} comme une constante pour integrer !'equation d'evolution des 
t1J 

contraintes : 

{dg} 
~ cste = 

t1J 
Au cours des iterations, le pas de calcul visant a redistribuer le desequilibre 

tend vers zero. 

L d
. f) t F , ' . 1 r 

e vecteur gra 1ent 
0 

{' Tg} peut etre ecnt so us a 10rme : 

at F t[ l {t } 
f) {tTg} = M Tg 

1[M] est une matrice dependant du critere de plasticite. 
En rempla~ant l'accroissement par sa differentielle, Ia relation [42] peut etre 

ecrite sous Ia forme : 

avec: 

= {~Tu} - t[W] {tTu} 
~1] 

t[W] = 1 [H
9

]<i> t[M] 

[43] 

La solution a trouver est le coefficient t1J > 0 dans un increment fini, et 
l'accroissement de contrainte {tT9 }. La relation [43] represente 6 equations 
differentielles couplees par Ia matrice 1 [W]. Afin de les decoupler, on se place 
dans Ia base pro pre de Ia rna trice dont les valeurs prop res sont 1 Jl.; et les 

vecteurs propres : tV;'. Nous construisons ensuite les matrices t[w] et 1 [~] 
telles que : 

[44] 
1[\11] est une matrice carree dont les elements non diagonaux sont nuls, elle 

est donnee par : 
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'[>II[ = ['"' '"' . .J (45] 

1[ct>] est une matrice carree contenant les vecteurs propres de 1(W], elle est 
donnee par: 

(46] 

Le changement de base s'ecrit : 

(ct>] {X} (47] 

d'ou: 

t[ct>jl d{T9 } = '[ct>]t {~T9 } _ '[ct>]t t[W] '[ct>] {X} 
dTJ ~7] 

d{X} = {~X} _ '[w] {X} 
d7] ~TJ 

(48] 

Cette relation represente les 6 equations decouplees : 

i = 1 a. 6 (49] 

Limitation de Ia methode 

Le decouplage du systeme (43] depend de Ia nature de Ia matrice 1[W]. Ce 
decouplage demande de trouver 6 vecteurs propres lineairement independants, 
ce qui implique que Ia matrice 1 [W] doit etre diagonalisable. La possibilite de 
diagonalisation est verifiee pour le critere retenu. 

5.2.2. Resolution du systeme diffirentiel ilastoplastique 

La solution d'une equation du type : 

est donnee par : 

Xi ( 7J) 

= - P,i Xi 

1 ~x; 
= c exp ( -p.; 71) + - -

p.; ~7] 
(50] 
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La constante c est determinee par les conditions initiales au debut du pas 
de chargement. 

Si 1J = 1Jo ===> x; = XiO ce qui donne : 

x;(TJ) = ( XiO- :i ~~) exp (!1;(1Jo- TJ)) + :; ~~ 
A Ia fin du pas de chargement, nous avons : 1J = 1Jo + il1J ce qui donne : 

x;( 71) = (xiO - _.!._ il.X;) exp ( -11; ilTJ) + _.!._ ilx; 
~ il1J ~ il1] 

Cette relation necessite de connaitre il77. Pour cela, on ecrit que le critere 
de plasticite est satisfait : 

F(T9 , A) = 0 F( (<1>) {X} , a) = 0 

Cette relation est une equation non lineaire en il1J. La presence de /li au 
denominateur peut creer des difficultes dans le cas oil. Ia valeur est nulle. Pour 
eviter celles-ci, x; est developpe au premier ordre en il77 car les pas sont 
petits : 

( 
1 .il.X;) [ 1 2] 1 il.X; x;(1J) = x;o-- - 1 - /li il1J + - (!1; ilTJ) + - -

/li il1] 2 /li il1] 
[51) 

Pour resoudre cette equation, nous l'ecrivons a Ia date T sous forme matri
cielle : 

r x} = ex} + {,x} - T[wJ (ex} + ~{,x}) t1J (52J 

Utilisons Ia transformation donnee par : 

{X} = (<1>)' {T9 } 

La relation precedente peut etre ecrite sous Ia forme suivante : 

Les pas de chargement sont petits, nous considerons )'approximation sui
vante: 

Sachant que : 

'[<I>]' '[<I>] [I] 
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t[<PJ t[w] t[<P]t = t[w] 

L 'equation [52] peut etre ecrite sous Ia forme : 

- t (t 1{-}) rr9 } = er9 } + {tT9 } - [W] { T9 } + 2 tTg tTJ [53] 

Cette relation donne Ia valeur des contraintes generalisees a Ia date 
fonction du multiplicateur plastique t1J· 

T en 

Durant l'ecoulement plastique, nous avons : tF = 0 

tF = r F - tp 

La valeur du critere de plasticite t F a Ia date t peut donner l'un des 
resultats suivants : 

• t F 0 ==> Phase entierement plastique. 
• t F < 0 ==> Phase elastoplastique. 

• Phase entierement plastique : 

L 'accroissement de contrainte vraie pour lequel on reste dans le do maine 
elastique est nul et !'increment de contrainte < ,t9 > fournit !'increment des 
deformations plastiques (figure 2). Afin de verifier le comportement nous devons 
ramener < 1T9 > sur Ia surface d'ecoulement en permettant !'apparition des 
deformations plastiques. 

'F>O 

Figure 2 : Etape entierement plastique 

Sachant que t F = 0, nous pouvons ecrire : 

r F ( rr9 } , r A ) = 0 
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Developpons cette relation non lineaire en t1J : 

A + B t 17 + C t 172 = 0 [54) 

L'accroissement de contrainte vraie est alors : 

- 1 -
{ 1T9 } = {tT9 } -

1[W) ( eT9 } + 2 {tT9 }) t17 [55) 

Les deformations plastiques sont donnees par : 

• Phase elastoplastique : 

Cette phase consiste a faire passer un point du domaine elastique au domaine 
plastique. L'etat de contrainte en un point a la date t est donne par : 

t F ( { 1T9 } , 
1A) < 0 

L'accroissement de chargement fournit, en reponse elastique, un accroisse
ment de contrainte < d'9 > tel que (figure 3) : 

'NM 

FigU1'e 3 : Etape elastoplastique 
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Nous cherchons un scalaire w tel que : 

TF({'T9 } + w{,i'9 }, TA) = 0 

Cette equation du second degre perrnet de trouver la valeur de w et l'ac
croissement de contrainte vraie pour lequel on reste dans le dornaine elastique 
est donne par : w {1 T9 }. Le calcul de w nous ramime sur la surface de plasti
cite. Ainsi, nous devons ramener (1 - w) {1T9 } sur la surface de plasticite en 
perrnettant !'apparition des deformations plastiques. La contrainte vraie a la 
date r est alors donnee par : 

ou bien: 

CTu} = {'Tg} + {tTu} - 1(W] (erg} + (1 ~ w) {t'i'g}) tTJ 

Reportons cette valeur dans le critere de plasticite, il vient : 

T F ( CTg} , T A ) = 0 

Cette equation du second degre donne la valeur de tT/· L'accroissement de 
contrainte vraie est alors : 

ou bien : 

- t ( t (1 + w) - ) 
{ 1T9 } = (1- w){tT9 } - [W] { T9 } + 

2 
{tT9 } tTl (56] 

5.2.3. Relations de Ia phase elastoplastique 

La phase elastoplastique est caracterisee par le gradient de la fonction de 
plasticite. Dans le cas du critere d'Eidsheirn et Larsen, on trouve facilement les 
cornposantes de la rnatrice 1(M] a partir de (28] : 
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2 1 0 s s 0 N£ -....-r2" 'k -2'k NL 

2 0 s s 0 fil -2'k 'k L 

6 0 0 3 s 

NI Tf" 
t[M] 

2 1 
la2 M{ - i 0 2 M2 0 

L 

2 0 
la2 Mf 

Sym. 6 
ta2 M{ 

avec: 

s = Sign ( t N M) tk = .J3tf3 NL ML 

La matrice t [W] (equation [43]), caracterisant Ia phase elastoplastique, est 
alors : 

tal tbl 0 tel 1dl 0 

1a2 1b2 0 1e2 td2 0 

0 0 1a3 0 0 1b3 
t[W] 

ta4 tb4 0 1e4 td4 0 

tas 1bs 0 1es 1ds 0 

0 0 ta6 0 0 1b6 
avec : 

tal tb2 = km ( 2 - v ) te1 = 1d2 1kmj ( 2 - v) 

ta2 1bl km ( 2 V 1 ) te2 tdl 1kmj ( 2 V - 1 ) 

1a4 tbs 1kjm ( 2 - v ) 1e4 1ds 1kj ( 2 - v) 

tas tb4 1kjm ( 2 V - 1 ) 1es = td4 = 1kj ( 2 v - 1 ) 
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1a3 = 3 km ( 1 - V) 163 = 3 1kmf ( 1 - v) 

1as 3 1
kjm ( 1 - v) 1bs = 3 1k, ( 1 - v) 

km = Eh tk - sEh 
Nt ( 1 - v2 ) mf-

2\J3 1f3NLML(1 - v2) 

tk - E h3 
tkfm = s E h3 

J- 12 1o 2 Mt ( 1 v2) 24 \13 I f3 N L M L ( 1 - v2) 

Les valeurs propres et les vecteurs propres de 1[W] sont ensuite obtenus. 
L'accroissement du multiplicateur plastique tTJ est determine en resolvant 
!'equation [54] dans laquelle les coefficients A , B , C sont calcules en ecrivant 
que Ia fonction de plasticite a Ia date T est satisfaite : 

T F ( rrg} , T A ) = 0 

6. Validation du modele 

Nous presentons dans ce paragraphe Ia validation de notre modele. Le modele 
mecanique a double non-linearite geometrique et materielle est teste a travers 
quelques applications tirees de la litterature. Trois types de comportement sont 
presentes : 
• comportement elastique en deplacements moderes, 
• comportement elastoplastique en petits deplacements, 
• comportement elastoplastique en deplacements moderes. 

Les exemples choisis ont ete traites par d'autres chercheurs, par d'autres me
thodes et d'autres elements finis, afin de permettre Ia comparaison. La particu
larite de ces exemples reside dans leurs comportements tres varies permettant 
le traitement de situations non lineaires tres severes. La determination automa
tique de toute Ia reponse a ete possible par le pilotage propose au paragraphe 
4.2. Les resultats que nous obtenons avec notre modele sont compares a des 
resultats analytiques ou numeriques tires de Ia litterature. 

6.1. Claquement d'une coque cylindrique 

II s'agit d'une coque cylindrique mince articulee sur deux generatrices, libre 
sur les deux autres bords et chargee d'une force concentree en son centre (figure 
4). Ce probleme est tres frequemment utilise et constitue un test classique pour 
Ia validation d'elements de coques. 

En supposant le claquement symetrique, nous analysons un quart de coque. 
Deux cas sont consideres : 
• un premier cas avec une coque d'epaisseur h = 12,7 mm, 
• un second cas avec une epaisseur reduite de moitie h = 6, 35 mm. 
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Donnees geometriques Donnees mecaniques : 

R 2540 mm E = 3, 10275 kN fmm2 

L 508 mm II = 0, 3 

<} 0, 1 rad 

epa.isseur : 
1•r cas : h = 12,7 mm zeme cas : h 6,35 mm 

Modelisation du quart ABCD 

Conditions auz limites : 
u = v = w = By = 0 le long de BD 

Conditions de symetrie : 
v Bz 0 le long de AC 
u = By = 0 le long de CD 

Figure 4 : Coque cylindrique - Donnees et maillage 

La discn!tisation du quart de Ia coque est realisee avec deux decoupages : 
4 X 4 et 5 X 5. 

Les conditions aux limites de rotation sont exprimees en repere global, alors 
qu'une representation exacte devrait introduire une relation entre Oy et (),. 
Cette approximation ne nous a pas semble entrainer d'erreur importante, Ia 
coque etant surbaissee. 

Sur les figures 5 et 6, nous presentons l'evolution de Ia fleche au centre ainsi 
que celle de Ia fleche au bord libre, en fonction de Ia charge, pour les deux 
decoupages et pour les deux epaisseurs. 
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Figu1·e 5 : Coque cylindrique avec charge concent1·ee 
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Figure 6 : Coque cylindrique avec cha1·ge concent1•ee 
Deplacements au cent1·e et au bo1·d h = 6.35 mm 
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Nos resultats sont compares a ceux de Sabir et Lock [SAB 1], Frey [FRE 
1] et Surana [SUR 3]. Une bonne concordance est a noter, meme si elle est 
moins satisfaisante dans la zone particulierement delicate ou le deplacement et 
la charge decroissent simultanement (back snap-through). 

6.2. Plaque carree simplement supportee- charge uniforme repartie 

Le comportement elastoplastique, dans le domaine des petits deplacements, 
d 'une plaque carree simplement supportee soumise a une charge verticale uni
formement repartie, est etudie. Les caracteristiques geometriques et mecaniques 
sont presentees sur Ia figure 7. 

y 
L/2 

D 

Bl 

"' I 
....... 
'-l 

I 

Al_ 
X 

Donnees {en supposant un systeme d'unites coherent} : 
L 

h 

N p 

1 

0,01 

16 

0,04 

Conditions au;z: limites : 

w 
w 

(}, = 0 
8y 0 

le long de CD 
le long de BD 

Conditions de symet1•ie : 

v 
u 

0 
0 

le long de AC 
le long de A.B 

1600 

E 10,92 

v = 0,3 

Figure 7 : Plaque carree simplement supportee - Donnees et maillage 
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En raison de la double symetrie le quart de la plaque est discretise avec deux 
decoupages : 2x2 et 3x3. 

Sur la figure 8 nous presentons !'evolution du deplacement normal du point 

situe au centre de la plaque, sous forme adimensionnelle wA = MDL 2 wA, 
p 

en fonction de l'intensite de la charge uniforme q (par unite de surface), sous 
L2 

forme adimensionnelle p = -,;r.:q. 

I 
II 

~i~ .. 
II ... 

J1 

1. 'd I I r1g1 e p utiqut> 

--- L. -----
~ 

p - -. . ,, 
I 

v 

I v 
o.os 0.15 .... 

• D 
WA = M,L'lWA 

- ---. ---- --

!:i§JJJ_a.atL.?.~s 
Maillage 3x3 

~Backlund modele de couche 
*Backlund modele global 
~Owen modele de couche 

I 
'·" o.•s 

Figu1•e S : Plaque carrie simplement supportee - cha1•ge ripa1·tie 
Deplacement. no1·mal a.u cent1·e 

La figure 9 presente la propagation des zones plastiques a travers l'epaisseur 
pour differents niveaux de chargement. La cote traduit !'evolution du parametre 
1a donne par [24]. II simule la penetration de la plasticite a travers l'epaisseur. 

Cette plaque a ete etudiee par Bergan [BER 7] avec un element rectangulaire 
a 20 degres de liberte et 11 points d'integration a travers l'epaisseur. Ando 
[KIK 1] utilise un element triangulaire avec 20 couches. Nous avons compare 
nos resultats avec ceux de Owen [OWE 1] qui utilise un element "heterosis" a 
9 nreuds et divise l'epaisseur en plusieurs couches. Backlund [BAC 1] utilise un 
element triangulaire a. 12 degres de liberte avec 10 couches a. travers l'epaisseur 
ainsi qu'une formulation globale. 

Les maillages tres limites que nous avons utilises et la modelisation en va
riables globales, conduisent a. des resultats tres proches du modele multicouche 
de Owen, particulierement dans la zone ou la reponse est conditionnee par la 
penetration de la plastification dans l'epaisseur. 

A titre de comparaison, le modele rigide plastique parfait donne un coefficient 
de chargement limite p = 24 qui est inferieur de 4% au resultat obtenu en 
comportement asymptotique. 
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Figure 9 :Plaque ca1•rie simplement suppo1·tee - charge ripartie 
Et,olution des zones plastiques 

6.3. Comportement elastoplastique d'un panneau cylindrique 

L'analyse elastoplastique, dans le domaine des petits et des grands depla
cements, du panneau cylindrique decrit sur Ia figure 10, presente un interet 
particulier car ce probleme a ete etudie par plusieurs auteurs afin de tester le 
comportement des elements de coques. 

II s'agit d'une coque cylindrique, soumise a une charge de gravite repartie 
uniformement par unite de surface. La coque est totalement libre sur les cO
tes rectilignes, les bords courbes reposent sur deux diaphragmes rigides. Le 
materiau est considere elastique parfaitement plastique. 

Vu Ia double symetrie, un quart de Ia coque est discretise par deux maillages : 
4x5 ( 4 sur le cote courbe) et 6x8 ( 6 sur le cote courbe). 

Surles figures 11 et 12, nous presentons !'evolution de Ia fieche w8 au milieu 
du bord libre en fonction de l'intensite du chargement. La figure 13 concerne 
!'evolution des zones plastiques a travers l'epaisseur pour differentes valeurs de 
chargement. 
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{3 

15200 mm 
7600 mm 
76 mm 

G'e = 4,1 MPa 
E 2,1 104 MPa 
1/ = 0, 

40 degres 

Conditions auz limites : 
u = ur = Oy = 0 le long de CD 
Conditions de symetrie : 
v = Bz 0 le long de AB 
u = By = 0 le long de AC 

Figure 10 : Coque cylindrique - Donnees et maillage 
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Figure 11 Coque cylind1·ique - charge repa1·tie 
Diplacement normal au milieu du. bord libre (petits diplacemcnts) 
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Figure 12 : Coque cylind1·ique - charge repartie 
Deplacement no1'1na.l au milieu du bord libre (grands diplacements} 

Figure 13 : Coque cylindrique - cha1·ge repa1·tie 
Evolution des zones plastiques (grands diplacements) 
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Nous comparons nos resultats avec ceux presentes par Backlund [BAC 1) 
qui utilise un element triangulaire plat a 12 degres de liberte avec 10 points 
d'integration a travers l'epaisseur pour un maillage 12x16; avec ceux de Chen 
[CHE 1) qui utilise un element triangulaire a 18 degres de liberte avec 12 points 
d'integration a travers l'epaisseur pour un maillage 6x9. Nos resultats sont 
egalement compares avec ceux de Cormeau [COR 2) et Dupuis [DUP 6) et ceux 
de Eidsheim et Larsen [EID 1) qui ont discretise cette structure par 40 et 160 
elements triangulaires a 15 degres de liberte. La plasticite est introduite par 
l'intermediaire d'un paramEltre permettant de suivre sa propagation a travers 
l'epaisseur. Krakeland [KRA 2) utilise un element isoparametrique quadrilatere 
a 8 nreuds et 5 points d'integration a travers l'epaisseur pour un maillage 4x4. 

La rigidification apportee par les grands deplacements est confirmee par les 
resultats de [EID 1). 

Comme cela est bien connu dans le comportement des voiles cylindriques, 
les efforts sont transmis par un developpement des efforts normaux et par Ia 
traction des rives en bords libres qui plastifient les premieres. 

Nous constatons que les resultats obtenus avec notre element de coque sont 
tres comparables aux resultats de reference, bien que le nombre de points de 
calcul consideres avec notre element soit environ 10 fois moindre que dans les 
autres modeles. 

7. Conclusion 

Nous avons presente Ia formulation, par elements finis en tbeorie de Mar
guerre, d'un modele mecanique permettant !'analyse de structures minces de 
types arcs, plaques et coques en tenant compte des non-linearites geometriques 
combinees aux non linearites materielles dues a Ia plasticite. 

Le comportement elastoplastique est represente par un critere exprime en 
variables generalisees. Une telle approche prend en compte, de fa~,;on correcte, Ia 
plastification initiale en un point d 'une section et son evolution a travers celle-ci 
jusqu'a Ia plastification complete, et ceci que! que soit le couple (eN} , eM}). 

Le choix de Ia theorie de Marguerre associee a Ia description Lagrangienne ac
tualisee approchee du mouvement du corps, !'adoption d'un critere de plasticite 
exprime en variables generalisees, conduisent a des performances qui peuvent 
etre resumees dans les points suivants : 

• le calcul est fait en coordonnees cartesiennes, ce qui donne une facilite de 
mise en reuvre interessante, 

• Ia prise en compte de la geometrie deformee dans le tenseur des deforma
tions permet une representation correcte de la geometrie courbe a un instant 
t. Cet a vantage est plus important en calcul non lineaire qu 'en calcul lineaire 
car Ia geometrie deformee est plus complexe qu 'une geometrie initiale, 

• la prise en compte de !'apparition progressive de Ia plasticite a travers 
l'epaisseur, par l'intermediaire de parametres faisant intervenir Ia courbure 
plastique equivalente, permet d'eviter le processus d'integration numerique a 
travers l'epaisseur ainsi que le stockage de nombreuses informations a traiter, 
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• le calcul de l'accroissement de contrainte vraie par ]'approche integrale, a 
partir d'une formule simple, permet d'eviter un processus d'iterations, ce qui 
reduit le temps de calcul. 

Les resultats presentes dans ce texte et d'autres essais numeriques [GHA 1], 
ont demontre Ia fiabilite de Ia formulation et son efficacite. 

En effet, ils l'ont ete avec des maillages beaucoup plus reduits que ceux 
des exemples de reference, pour des valeurs obtenues tout a fait comparables. 
De plus, le modele evitant tout a Ia fois )'integration selon l'epaisseur par de 
nombreuses couches et les iterations internes de redistribution de la plasticite, 
le volume des calculs devrait etre diminue. 

L'approche globale associee a Ia theorie de Marguerre conduit a un outil 
numerique a la fois simple dans sa mise au point, efficace dans son utilisa
tion et fiable dans son application. Combinee avec Ia methode de resolution 
de Newton-Raphson, associee au controle en sphere de rayon pondere, cette 
approche s'avere tres robuste. En effet, Ia determination de toute Ia reponse 
d'une structure a comportement non lineaire elastoplastique et le parcours des 
zones d'instabilites, oil des points limites en charges ou en deplacements sont 
rencontres, ont ete effectues automatiquement par l'algorithme. La notion de 
rayon pondere devrait maintenant permettre une optimisation du calcul non 
lineaire. 

Le couplage de Ia theorie de Marguerre pour l'actualisation de Ia geometrie 
et du critere de Eidsheim et Larsen pour Ia modelisation de Ia plastification 
progressive, rendu possible tout en evitant les iterations internes, conduit a une 
modelisation performante avec un nombre reduit d'elements. 
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