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RESUME. Ce travail concerne l'analyse non linéaire géométrique (grands déplacements) et
matérielle (plasticité) de structures formées de plaques et de coques minces, discrétisées par
Jacettes courbes triangulaires formulées en théorie de Marguerre. Les relations incrémentales
du modéle sont fondées sur une description lagrangienne actualisée approchée, les champs
des variables mécaniques et cinématiques sont rattachés & un systéme corotationnel de
coordonnées liées a la position actuelle de la coque. La géométrie déformée de la coque est
introduite dans le tenseur des déformations par la théorie de Marguerre. L'étude
élastoplastique est fondée sur un critére faisant intervenir les invariants du tenseur des
contraintes généralisées (approximation d’Eidsheim et Larsen). En utilisant des variables
globales, le processus d'intégration numérique a travers l'épaisseur est évité lout en tenant
compte de l'apparition progressive de la plasticité. Le calcul élastoplastique de
laccroissement de contrainte vraie par une approche intégrale permet d’'éviter un processus
d‘approximations successives dans le cas du critére retenu. Afin de gérer les processus non
linéaires, l'algorithme de Newton-Raphson, associé au pilotage en sphére de rayon pondéré,
est utilisé ; ce qui permet la détermination automatique de toute la réponse d'une structure
sous les hypothéses retenues. Le couplage de la théorie de Marguerre pour !'actualisation de
la géométrie et du critére d'Eidsheim et Larsen pour la modélisation de la plastification
progressive, rendu possible tout en évitant les itérations internes, conduit & une modélisation
performante avec un nombre réduit d'éléments.

ABSTRACT. The purpose of this text is to present a geometrically (large displacements) and
materially (plasticity) nonlinear analysis of thin plates and shells modelized by a curved
triangular element based on Marguerre’s theory. For computational efficiency an updated
lagrangian description is used, referring the kinematical and mechanical field variables to
local corotated coordinate frames. The curved shape of the shell is taken into account by
Marguerre’s theory. The constitutive equations are given in terms of increments of midsurface
strains and curvatures and corresponding generalized stress (Eidsheim-Larsen
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approximation), thus avoiding the integration over the shell thickness and taking into account
the propagation of plastic zones through the thickness. Integral approach is used to evaluate
stress increments satisfying elastoplastic conditions, thus avoiding in some cases successive
approximation process. The nonlinear response is determined using the Newton-Raphson
method in conjunction with a scaling sphere, thus permitting an automatic piloting of the
whole response in geometrically and materially nonlinear problems. An efficient solution with
a small number of elements is obtained using Marguerre's therory coupled to Eidsheim-
Larsen criterion which allowed progressive propagation of plastic zone without successive
approximation process.

KEY-WORDS : Marguerre's shell, finite element, large displacements, elastoplasic
computations, generalized variables.

MOTSCLES : coque de Marguerre, éléments finis, grands déplacements, calcul élastoplastique,
variables généralisées.

0. Introduction

Le développement d’éléments finis simples, efficaces et fiables, pour ’ana-
lyse des structures minces, constitue toujours un important axe de recherche
en mécanique des structures. La diversité des problémes rencontrés en pratique
rend cet objectif difficile & atteindre. Différents aspects, comme la simplicité et
Pefficacité, ne sont pas toujours compatibles.

Des travaux récents menés a I'Institut National des Sciences Appliquées de
Lyon [ELK 2] [DJE 5], & I’Ecole Polytechnique Fédérale de Lausanne [DEV 3]
[JET 2] et a I'Université de Liege [JET 1] [DEV 2], ont montré tout I'intérét
d’une nouvelle approche, appelée approche par coque quasi-plane de Marguerre
[STO 2], qui semble répondre 4 ces objectifs. En effet, la théorie de Marguerre,
en permettant un compromis entre I’approche par facettes planes et celle en
coordonnées curvilignes, offre des avantages intéressants tant du point de vue
simplicité qu’efficacité. Nous avons étendu cette théorie a ’analyse non linéaire
matérielle des structures minces en présence de grands déplacements.

Pour fixer les notations, nous rappelons tout d’abord le principe du travail
virtuel en description Lagrangienne actualisée, ensuite nous exposons en détail
comment la géométrie déformée de la coque est prise en compte dans le tenseur
des déformations, puis nous décrivons les lois de comportement élastoplastiques
exprimées en termes de contraintes généralisées sur la surface moyenne de la
coque.

Nous abordons ensuite les méthodes numériques utilisées pour résoudre des
problémes élastoplastiques non linéaires. Aprés avoir présenté un algorithme de
résolution automatique, nous décrivons une méthode basée sur une approche
intégrale permettant de calculer I'accroissement de contrainte vraie et les défor-
mations plastiques sans exiger d’itérations internes. Enfin, nous proposons un
ensemble de tests de validation du modeéle oii nous avons comparé les résultats
obtenus a des résultats numériques issus de la littérature.
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1. Description Lagrangienne pour le calcul non linéaire
1.1. Notations

Afin d’identifier clairement les quantités mises en jeu, une notation dérivée
de celle proposée par Bathe et al. [BAT 4] est utilisée. Une variable v posséde
quatre positions d’indices notées 1,2,3,4 : }v3 :
¢ 1 indique la date a laquelle la variable est considérée,
¢ 2 indique la date de la configuration de référence,

e 3 et 4 sont les positions habituelles de la notation indicielle.

Un accroissement mesuré sur une position est noté par l’indice de cette
position en 2. Les variables absolues, qui ne nécessitent pas d’indication de la
position de référence, sont notées sans utilisation de la position 2. Lorsque les

positions 1 et 2 sont identiques, I'indice en 2 est omis.

1.2. Description Lagrangienne Actualisée Approchée D.L.A.A.

Connaissant une solution a la date t, nous cherchons les valeurs des variables
d’état a la date 7 =t + dt. Le principe des déplacements virtuels, exprimé a la
date 7, indique alors :

/ :0',']' 6:&,'1' dV = 6TWe [1]
ty
6"W, est le travail virtuel des actions extéricures, donné par :
§SW, = / TI bpu; dV + / Tf) biu; dS [2]
ty ts

6:u; est un champ de déplacement cinématiquement admissible qui traduit une
perturbation du champ réel u;, " f? et 7 f; sont respectivement les densités des
actions volumiques et surfaciques.

La contrainte de Piola-Kirchhoff ;; et la déformation de Green [e;; sont
décomposées 4 partir des valeurs connues a la date ¢ et des accroissements infi-
nitésimaux inconnus, notés par I'indice inférieur gauche ¢. Cette décomposition
fait apparaitre la contrainte de Cauchy *T}; :

T — t _t
10ij = 0ij +¢0i; = "Tij + 1045

6,76,']' = 6te,-j = 616,'_7' + 5t"7ij

1 1
avec : by = 5(5tui,j +6uj;) et by = 55(¢uk,s Uk j)

La relation entre les accroissements de contrainte et de déformation est notée
par :

t0i; = tcijrs t€rs [3]
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L’expression (1] s’écrit alors en négligeant les termes différentiels d’ordre 2 :

/ tC.‘j” t€rs 5:6,'1' dv +/ 'T,‘j 617]:')' dv = 5TWe —/ tT;j 5¢6ij dVv [4]
ty ty 1%

Le détail de cette formulation est donné dans [LEM 2]. Fondée sur la discréti-
sation de I’équation [4], la construction du modéle éléments finis est maintenant
effectuée sur une configuration proche de la configuration actualisée & la date
t.

2. Modélisation des coques en éléments finis
2.1. Hypothéses de la théorie des coques

Les différentes théories des coques minces font intervenir des hypothéses sur
la nature des contraintes et des déformations. Pour notre part, nous avons
retenu les hypothéses suivantes (Love - Kirchhoff) :

e hypothése de Bernoulli-Euler : les sections normales a la surface moyenne
de la coque avant déformation restent normales a la surface moyenne aprés
déformation ; Vinfluence de la déformation due au cisaillement transversal
est négligée,

e hypothése de contraintes planes : la contrainte de Cauchy suivant la normale
a la surface moyenne est négligeable,

e hypothése d’incompressibilité transversale : pas de variation d’épaisseur de
la coque lors de la déformation.

2.2. Généralités sur la modélisation des coques

La modélisation des coques est souvent effectuée par une discrétisation de
la surface moyenne en facettes planes. Cette procédure simple est satisfaisante
dans certains cas. Elle peut étre insuffisante pour bien décrire la géométrie ini-
tiale et elle ne permet pas de représenter correctement une géométrie déformée
a une date t. La construction d’un élément courbe est rendue délicate par la
nécessité d’éviter tout phénomeéne de blocage. Une solution a été proposée par
Stolarsky et al [STO 2] sur une base triangulaire. Elle est fondée sur I'écriture
des équations de déformations, en coordonnées cartésiennes, sur le plan de pro-
jection d’un élément de coque : c’est la théorie de Marguerre, dans laquelle la
géométrie est caractérisée par les dérivées premiéres de la surface et non pas
par les rayons de courbures, comme cela est classique dans le cas des coques
surbaissées. La convergence est assurée car les pentes tendent vers zéro avec la
diminution de la taille des éléments.

Nous proposons d’étendre cette théorie a I’analyse non linéaire matérielle
des coques minces en présence de grands déplacements. Les formulations de la
théorie sont exprimées en termes de variables généralisées.
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2.3. Cinématique de la déformation en théorie de Marguerre

La théorie de Marguerre, en grands déplacements, consiste a considérer la
coque déformée a la date ¢t comme une configuration obtenue a prior: apres un
petit déplacement fictif d’une configuration plane de référence ‘II. Ce déplace-
ment fictif est supposé purement normal (pas de rotation) au plan de référence
1.

Considérons le plan 'II passant par les points ', 'j , 'k, appartenant a la sur-
face moyenne de la coque. Soit l'espace cartésien (' X;,'X5,'X3) appartenant
au plan ‘Il et défini par le systéeme d’axes orthonormés ey, ‘ez, "e3 (figure
1). Tout point de la surface moyenne de la coque a la date ¢ est donné par le

t—b
vecteur "Ry :

tﬁo':txlte—1>+zzz te—2>+zZ(tIa)te—3> [5]

ou 'Z('z,) est 'équation de la géométrie déformée a la date t.

Figure 1 : Cinématique des déformations en D.L.A.
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—_— = ,—>
Le systéme d’axes curvilignes ( 77, 'T, ! N ) est rattaché a la surface moyen-

ne de la coque. Il est défini par les tangentes 'CI_’;, ‘T’; et la normale *N. On
a alors :

—
t 0'Ro t—>  t ==
Ty =57— = "e1+'Z;, ‘€3
0 Iy
—
t 6]
t 0'Ry _t=— t— [
I, = T, - & +'Z;, "3
T2
— — —
tN = tTl AtTQ = ___tZ':':l ta-tz,x, tE-z*+tE;

Ces vecteurs sont orthogonaux et normés pour un élément surbaissé o :
(tZy-’h)2 <<1 ' (tZ,JJ:)2 <<1 ’ tZ,l‘x ‘Z.Iz <<1

Un point quelconque de la surface de la coque est défini par le vecteur *R

‘R = 'Ry + ¢'N [7]

ot ¢ est la coordonnée (constante par hypothése) selon I'épaisseur de la coque.
Avec [5][6][7], on a :

B o= (01-C"Z:) "6+ (22— ('2.,) '@+ ((+'2) '@ [8]

=g . «, . N ’
Le vecteur " Ry, qui donne la position de la surface moyenne aprés déforma-
tion (dans "I'), a pour expression :

THD = tﬁo + t(—]’(tza)

—_
+U ('z,) est le vecteur accroissement de déplacement entre !I' et "I'. En
considérant ;u; = su , sus = ;v , su3 = ;w, on obtient :

"Ro = (*z14+u) ‘e + (‘za+0) e + ((Z4.w) e [9)

. n e e —_— ——)
Dans "T, on définit les mémes axes curvilignes ("71,7T3," N}, avec :

—
= O"R —
o= Bt:clo = (1 +1U,¢1) ta +1V,1, te2 + (‘Zﬂ'x + 1w,1‘1) t€_3’

—_
— O07R - [10]
T = 6:220 = g, O+ (L4 we,) '@+ (2, +ws,) 'E3

-— =,
TN =TTV AT,
Sachant que le passage de 'T' & "I est infiniment petit, nous pouvons

— ) ]
considérer que le vecteur 7 N est sensiblement normé.
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La position d’un point quelconque a la date 7 est donnée par :
"R = "Ry + (N [11]

La déformation de Green est définie par :

9"E 0"E _9'E 9'R

'z, Olzp dtzy O'zp

En combinant les relations [8] & [12] et en négligeant les termes (;uq)?,
Wa)? 1t (*Zas + 1w as) ainsi que ceux en (2, on trouve ’expression de
, , a8 o q P

t€ap

[12]

2 t€af =

1
1€af = i(tua'ﬁ +tug o + tZ,a we + 'Zﬁ Wao —2C( 1Wap+1Wa gw,g) [13]

Dans I’expression de ;eqg, on retrouve les termes classiques de membrane
et de flexion et un terme supplémentaire *Z , yw g +'Z 5 w , qui traduit le
couplage par les pentes. L’application directe de ces relations est a I'origine
du phénoméne de blocage de membrane qui peut étre évité par décomposition
modale [STO 2].

En théorie des coques, les déformations en un point quelconque de la coque
sont exprimées en fonction des déformations de la surface moyenne et des cour-
bures. Ces déformations sont appelées, par la suite, déformations généralisées :

teaﬁ(C) = t€ap + C tXaB {14]

1€ap et 1xqp sont respectivement les accroissements de la déformation de mem-
brane et de courbure. Leurs composantes sont données par :

1
teap = 3 (t¥ap +1Upa+ 2o twp+'Zp5 two+1We twp)
[15]

tXaf = —tWap

2.4. Efforts de la théorie des coques

Les efforts résultants, par unité de longueur, sur des sections normales a la
surface moyenne d’épaisseur h, sont :

tNos = /htTaﬂ A et ‘Mg = /C‘Tap d¢ (16]
h

Ces efforts sont appelés par la suite contraintes généralisées (ou globales)
associées aux déformations généralisées déja définies. L’accroissement du ten-
seur de contraintes généralisées est alors :
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tNoap = /to'aﬂ d¢ et tMap = /Ci”aﬂ d¢ (17]
h h

oll ;04 représente I’accroissement du tenseur de contrainte de Piola-Kirchhoff
entre la date ¢ et 7 mesuré & la date t. La relation entre contraintes généralisées
et déformations associées peut étre écrite en notation vectorielle :

{:N} = [Cm] {te} + [Cms] {ex}

{:M} =[Crs]’ {te} + [Cy] {sx}

Les matrices [Cp] , [Cy] , [Cmys] caractérisent les propriétés élastiques du
milieu. En raison de la symétrie et de I’homogénéité du milieu, la matrice
[Cimy] s’annule. Les matrices [Cy,] et [Cy] sont données par :

18]

ER 1 v 0 Eh 1 v 0
Cm] = v 1 .0 €] = ——|v 1 .0
| 1-v2 19 o 1;" TTRE-A g lgy

La généralisation de ces relations & un matériau anisotrope ne pose pas de
difficulté de principe.

3. Lois de comportement élastoplastique

Lorsque les niveaux de contraintes et de déformations sont élevés, le compor-
tement d’un corps solide ne peut plus étre approché par un modele élastique
linéaire classique (correspondant a la loi de Hooke généralisée) et il est néces-
saire de recourir & des modéles de matériau plus élaborés. Nous limitons ce
travail & 1’étude des petites déformations élastoplastiques des matériaux, en
admettant que la durée du processus de déformations est suffisamment petite
pour que les phénomeénes visco-plastiques puissent étre négligés. Dans ce qui
suit, nous considérons des matériaux isotropes homogeénes tels que :

e les coefficients élastiques *C;;,, restent constants au cours des chargements,

e D’effet Bauschinger est absent (le seuil de plasticité en traction est identique
au seuil en compression),

o les décharges élastiques sont négligées.

3.1. Approche élastoplastique

L’étude des structures minces en élastoplasticité peut étre abordée de deux
manieres différentes :
e en exprimant les lois de comportement ainsi que les critéres de plasticité
en termes de variables locales, ce qui nécessite une intégration numérique
a travers ’épaisseur. Généralement le nombre de points d’intégration varie
entre 5 et 10. Cette approche a été retenue pour I’étude des plaques minces
par Barnard [BAR 3] qui utilise ’élément hybride de Allowood [ALL 1] avec 5
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points d’intégration 4 travers I’épaisseur. Bergan [BER 7] propose un élément
rectangulaire du type déplacement avec 11 points d’intégration et Ando [KIK
1] retient un élément triangulaire avec 20 couches a travers I’épaisseur. Pour
les coques minces, Chen [CHE 1] utilise un élément triangulaire & 18 degrés
de liberté avec 12 points d’intégration, Backlund [BAC 1] propose un élément
triangulaire plat & 12 degrés de liberté avec 10 points d’intégration et Landau
[LAN 1] prend des éléments isoparamétriques dégénérés avec un schéma
d’intégration (2 x 2 x 2). Frey [FRE 1] a analysé I'influence de la plasticité
a travers I’épaisseur. Cela lui permet de prendre en compte correctement les
contraintes résiduelles ainsi que les lois de comportement avec écrouissage.
Cette approche a V’avantage d’étre trés générale et de donner de trés bons
résultats, mais présente 'inconvénient de la lenteur numérique et du stockage
important des informations & traiter, ce qui n’est pas justifi¢ dans le cas des
structures minces.

e En exprimant les lois de comportement ainsi que les critéres de plasticité en
termes de variables généralisées, ce qui permet d’éviter le processus d’inté-
gration numérique & travers 1’épaisseur. Une telle approche a été retenue par
Crisfield [CRI 3] et Owen [OWE 1] qui utilisent des éléments quadrilatéres
isoparamétriques et Eidsheim et Larsen [EID 1] qui proposent deux éléments
quadrilatére et triangulaire plats. Backlund [BAC 2] propose un élément tri-
angulaire mixte et enfin Denis [DEN 1] utilise le méme élément que Owen
pour ’étude des plaques circulaires.

Dans la suite, nous allons retenir cette deuxieme approche.

3.2. Critére de Von Mises adapté aux plaques et coques minces

L’expression la plus courante de la surface d’écoulement pour les matériaux
métalliques est celle de Von Mises (1913), ce critére a la forme suivante :

F(Ty, '4) = 3 'Sy 'Sy — 302 [19]
tS;; est le tenseur déviateur des contraintes, ‘T}j est la contrainte de Cauchy
4 la date t et 'o, est la limite élastique a la date t en traction simple.

Ce critére est représenté par un cylindre dans 'espace des contraintes prin-
cipales. Il a 'avantage de ne pas introduire une discontinuité de la normale
comme dans le cas du critére de Tresca.

A partir de ce critére, formulé en variables locales, Robinson [ROB 1] et
Hyushin [ILY 1] ont proposé une adaptation pour les plaques et coques minces
en le formulant en termes d’efforts généralisés (moments fléchissants et efforts
normaux) :

t T ; UATATY TN A
po= N Mo SgnCNM) NM -, [20]
N} M} V3 N Mg
1

Np = ho. ; Mp = thae

h est 'épaisseur de la coque. 'N , *M , *NM sont fonction des contraintes
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généralisées, définies par :
'N = 'N}4 + 'N% - 'Ny'Ny + 3'N} [21]

‘M = ‘MY + ‘M2, - ‘M 'My + 3'ME [22]

'NM = 'Niy'My + 'Npp'Moy,
- 5('N11tM22 + 'Nop'Myp) + 3'Np' My, {23]

Rappelons que Peffet des contraintes de cisaillement et des contraintes nor-
males & la surface moyenne ‘T, est négligé.

Robinson [ROB 1] a montré que I’équation [20] est la meilleure parmi les
approximations proposées qui sont linéaires dans l’espace de 'N, M, *N M.
On note que ’équation [20] est une approximation et n’est valable que pour
des situations ou le moment fléchissant est dominant [CRI 4].

Crisfield [CRI 5] a montré que 'utilisation de I’équation [20] pour des struc-
tures contenant un nombre important d’éléments comprimés, donne une sur-
estimation des charges de ruine. Une méthode approchée a été proposée [CRI
5] afin de tenir compte de la propagation de la plasticité & travers I’épaisseur.
Cette méthode consiste 3 introduire la notion de courbure plastique équiva-
lente dans le critére de plasticité. Pour cela, le terme My dans I’équation [20]
est remplacé par 'a(';},,) My, ot ‘a(‘;(-p,) est un coefficient & déterminer.

Pour un état multiaxial, Crisfield [CRI 6] propose la relation :

— 1 8 =
ta(tng) =1- § €zp (—§ tXps) [24]

ty , est la courbure plastique équivalente adimensionnelle obtenue par somma-
tion des incréments de courbure plastique équivalente :

_ T _
Xps = /0 tXp.s [25]

- Eh_ 2 1
tXps = (E) % (tX:z + tX;y + tXpz tXpy + szgzy)l/z [26]

tXpz » tXpy » tXpzy SONt les incréments de la courbure plastique a la date t.
En conséquence, le critére de plasticité a la forme :

I N . M Sign(*!NM) 'NM
N T arM} V3 taN Mg

Afin d’améliorer le comportement au début de la plastification, Eidsheim et
Larsen [EID 1] propose I’approximation suivante :

-1=0 [27]

_'_}_V: + M + Sign(!NM) ‘NM
~ NE ta? M} V3 'BNLML

'‘F -1 =0 (28]
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ou le paramétre '$ est donné par :

13 t 1 1 t_
ﬂ( XPJ) =1- (3 - ﬁ) (1 - a( Xps)) [29]

3.3. Formulations élastoplastiques en variables généralisées

Un couple (*Nqg , *Mqg) est dit plastiquement admissible lorsqu’il lui cor-
respond au moins une distribution de contraintes *T;; plastiquement admis-

sibles.
Le principe de normalité et Phypothése de petits incréments de déformations

donnent l’expression du multiplicateur plastique :

< Fp> [Cw] {te}+ < Fy> [C] {ix}

A, = 30
t4p Ym + 77 [30]
avec :
‘19 = <Fy> [Cr] {Fy}
<F.>=< OtF 0'F OtF >
meoT OtNyy ' O'Ngy ' OtNp,
O'F 8'F 8tF
<F;>=x

OtMy ' 0tMayy ' 0'Myy

1Ap dépend des efforts généralisés ce qui introduit un couplage membrane-
flexion dans les relations de comportement. La relation tangente élastoplastique
s’écrit :

{:N} =*[CF] {ie} + '[CF] {ex}

{iM} =*[CE,] {ee} + *[C]] {x) o
‘(CF = [Cn] = 7 [Cn] {Fm} <Fm> [Cu] [32]
(CF] = (C] = v (G {Fs} <Fy> [C [33]

) = v [Cm] {Fm} < Fy > [Cf] [34]
b o 1

Y + ‘7]
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4. Modélisation numérique et résolution
4.1 Discrétisation par éléments finis

Elle est eflectuée sur la base d’un élément courbe triangulaire & 15 degrés
de liberté. A chaque nceud sommet sont affectées 5 variables nodales, les dé-
placements ,u, ,v, ;w suivant les directions *z, 'y et 'n et les rotations 6, 10y
autour de la normale, sont introduits selon la méthode proposée par [ZIE 1].

Cet élément est le résultat de la superposition d’un élément de membrane
C.S.T. (Constant Strain Triangle) [ZIE 1] modifié par la théorie de Marguerre
et d’un élément de plaque en flexion D.K.T. (Discrete Kirchhoff Triangle) [BAT
5).

La présence de la géométrie déformée dans le tenseur des déformations con-
duit au phénomene appelé dans la littérature : blocage de membrane. Il est levé
par décomposition modale [STO 2].

La non-linéarité des lois élastoplastiques et la présence de grands déplace-
ments nous conduisent & disposer d’une technique de résolution numérique des
lois élastoplastiques en grands déplacements, elle est développée au prochain
paragraphe.

4.2. Technique de résolution en sphére

Les équations différentielles d’équilibre (en utilisant un modéle de type élé-
ments finis) sont obtenues en appliquant le principe des travaux virtuels pour
la structure entiére. Le systéme d’équations 4 la date ¢, pour l’itération (j), est
donné par :

‘(Kr)0D (1P} = A9 (P} + {{RUV} (35]

ol < *RU-1) > représente le vecteur résidu d’équilibre a I'itération (j — 1) et
t[K7)Y~1) la matrice tangente.

Dans certaines situations, le paramétre A est fixé et on cherche les n compo-
santes des déplacements < g > telles que I’équilibre soit satisfait, ou alors on
fixe une composante de < ¢ > et on cherche alors A et les n — 1 autres compo-
santes de < ¢ >. Ces deux situations sont des cas particuliers du probléme gé-
néral posé par la détermination automatique des courbes charge-déplacement.

Nous proposons de généraliser la technique de pilotage en longueur d’arc en

imposant la norme euclidienne d’un vecteur pondéré {7} défini par :

) = [l ], vEa] 36

[a] est une matrice carrée dont les éléments non diagonaux sont nuls,
b est un scalaire arbitraire.
Cette technique appelée ”technique de pilotage en sphére pondérée”, pré-
sente I’avantage d’étre trés générale et de contenir les approches habituelles de
pilotage [GHA 1].
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Une équation supplémentaire lie le parameétre de charge A en imposant la
condition du rayon pondéré :

T =< T > (T} =< > [a [a) {rg} + b2 [37]

*S est une longueur fictive d’un arc dans I’espace R**!.

5. Résolution des lois élastoplastiques en grands déplacements

La nature différentielle des lois élastoplastiques et la présence de non-linéa-
rités géométriques imposent de considérer une méthode de résolution itérative.

Au cours d’un processus incrémental itératif élastoplastique, le résidu d’équi-
libre est calculé pour chaque itération a partir de I’état de contraintes résiduelles
obtenu en faisant au début de chaque itération la différence entre les contraintes
issues d’un calcul élastique (vérifiant les équations d’équilibre mais non néces-
sairement plastiquement admissibles) et les contraintes élastoplastiques véri-
fiant le comportement. Cette méthode est la plus répandue dans les codes de
calcul élastoplastique sous différentes versions [NAY 1]. Elle présente I’avantage
de pouvoir tenir compte du cas de plasticité parfaite.

Connaissant une configuration d’équilibre 'T & la date ¢, nous cherchons la
configuration T trés proche de 'T'. Le passage est non linéaire et un processus
itératif est nécessaire.

Considérons un niveau de chargement donné par A + AU) correspondant
a une configuration intermédiaire non équilibrée ‘I‘?J) ou (j) caractérise la
procédure itérative :

e dans un premier temps, nous effectuons un calcul élastique permettant de
déterminer l’accroissement du facteur de charge t/\("), I’accroissement du
vecteur des variables nodales ,q(/) et par conséquent, 'incrément total des
déformations généralisées,

o une fois I’accroissement des déformations généralisées déterminé, nous pou-
vons calculer 'accroissement des contraintes généralisées < N,SJ ) , Me(] ) >
en supposant un comportement purement élastique,

o les contraintes ainsi obtenues vérifient les équations d’équilibre, mais ne sont
pas nécessairement plastiquement admissibles. Pour cela, nous effectuons un
calcul élasto-plastique permettant de déterminer les contraintes vraies et les
déformations plastiques.

5.1. Calcul des contraintes vraies

Au début de chaque itération, nous effectuons un calcul élastique des con-
traintes généralisées < Ng @) , Me @ >3 partir des déformations généralisées
< €9 xU) > Les equatlons d’équilibre sont satisfaites mais pas le critére
de pla.st1c1te. Le calcul du critére F('N + N§ M+ MY ) peut donner
I'un des résultats suivants :

e [ < 0 :on reste dans le domaine élastique et par conséquent, le calcul
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élastique de ’accroissement de contrainte < Ng’ ) , Mg’ ) > est correct ;
aucune plastification ne se produit au cours de cette itération.
e F > 0 : une plastification s’est produite au cours de cette itération, le calcul
supposé élastique conduit a un état plastiquement non admissible.
11 est donc indispensable de ramener ’état de contrainte sur la surface de
plasticité lorsque F > 0. Pour cela, une correction sur les contraintes est
nécessaire et nous allons montrer comment l'effectuer sans processus itératif.

5.2. Approche Intégrale en Plasticité

Le probléme posé est le suivant : dans un calcul élastoplastique, un incrément
de contrainte calculé en supposant un comportement élastique doit étre corrigé
de fagon a ce que le critéere de plasticité ne soit pas violé.

5.2.1. Systéme différentiel élastoplastique

Considérons un niveau de chargement donné par §A + AU, L’accroissement
de chargement est alors AU) { P}. 1l lui correspond un incrément de contrainte
généralisée (réel) {:T,} tel que :

(T} = ‘HY) ({:eg}—{:ez}) 138)

ou ‘[H,]U) représente la matrice élastique de Hooke et < (6, > I'incrément
total des déformations généralisées correspondant & I'incrément des contraintes
généralisées < (T, >. Ils sont définis par :

< €y > =< g€11, €22, 2 1€12 , 1X11 , tX22 » 2 tX12 >

< 4Ty >=< Nu, +Noz, N1z, tMyy, ¢Maz, M1z >

< t€f > représente I'incrément total de déformation plastique donné par :

-— e
< €] > =< e > — < 46 >

ou < e; > est la partie élastique de Paccroissement de déformation.

Notons < T, > lincrément total de contrainte généralisée dans une
évolution purement élastique :

{tTy} = t[Hg](j) {t€4} (39]
11 vient ainsi :
{¢T,} = {tTg} - t[Hy](j) {tfg} 40]

La loi de normalité relie la déformation plastique, I’état de contrainte ‘T,g,
le critére de plasticité F( *T,g,%'A) et les paramétres de I’écrouissage ‘A :
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__8'F

{tf} = W [41]

Sotit :

(T} _ {0} ) O'F
N - t7 [Hy] 3{tTg} [42]

Cette relation n’a de sens que si ;7 existe, ce qui implique une évolution
dans le domaine plastique. Pour la résoudre, I’hypothése suivante est posée :

., T .
la quantité M est constante pendant un pas de calcul suffisamment petit.

Cela revient a supposer que la variation purement élastique des contraintes
est linéairement répartie sur le pas de chargement, ce qui permet de consi-

T, . o
dérer it—-n’—} comme une constante pour intégrer 1’équation d’évolution des
t
contraintes :
(B o {ATy)
cste =
17 Ap

Au cours des itérations, le pas de calcul visant a redistribuer le déséquilibre
tend vers zéro.

Le vecteur gradient o'F eut étre écrit sous la forme :
¢ a{T,) ° ‘
O'F : :
6{’Tg} - [M] { Tg}

{[M] est une matrice dépendant du critére de plasticité.
En remplagant P’accroissement par sa différentielle, la relation [42] peut étre
écrite sous la forme :

dT,} _ {ATy)
dg  ~—  Apg

avec :  [W] = '[H,]Y '[M]

La solution a trouver est le coefficient ;n > 0 dans un incrément fini, et
I'accroissement de contrainte {;Tg}. La relation [43] représente 6 équations
différentielles couplées par la matrice *[W]. Afin de les découpler, on se place
dans la base propre de la matrice dont les valeurs propres sont ‘u; et les

- ‘W {'Ty} [43]

vecteurs propres : 'T/?. Nous construisons ensuite les matrices *[¥] et *[®]
telles que :

@) ‘W] t(e] = ‘[¥] [44]
‘{¥] est une matrice carrée dont les éléments non diagonaux sont nuls, elle
est donnée par :
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i

wm= | 5]

t

'[®] est une matrice carrée contenant les vecteurs propres de [W], elle est
donnée par :

‘@] = [VV’V] 146]

Le changement de base s’écrit :

{T,} = [2) {X} [47]
d’ou :
d{T,} {AT,}
&1 35 _ gy gf gt t t
(@] Tg2t = el 5 - el el X)
dx} _ {aX}
= - 4
L REY 5]
Cette relation représente les 6 équations découplées :
d.’l,',‘ Afi‘,‘ . N
pm Ay Mmoo, i=1d 6 (49]

Limilation de la méthode

Le découplage du systéme [43] dépend de la nature de la matrice ‘[W]. Ce
découplage demande de trouver 6 vecteurs propres linéairement indépendants,
ce qui implique que la matrice {[W] doit étre diagonalisable. La possibilité de
diagonalisation est vérifiée pour le critére retenu.

5.2.2. Résolution du systéme différentiel élastoplastique

La solution d’une équation du type :

dI,‘ _ Ai‘, — oz
dn = An Bi Ti
est donnée par :
1 AZ;
zi(n) = cexp(—pin) + — — (50}



Modélisation élastoplastique des coques minces 423

La constante ¢ est déterminée par les conditions initiales au début du pas
de chargement.
Si g = n = z; = ;0 ce quidonne:

sn) = (202 52) exp (ulmo=m) + o 32
iln) = i0 1 An P (Hi(Mo— 7 i An
A la fin du pas de chargement, nous avons : 7 = 1 + An ce qui donne:

1 Az 1 AZ;
zi(n) = <2io—z A_n) exp (—pi An) + w BAn

Cette relation nécessite de connaitre Ar7. Pour cela, on écrit que le critére
de plasticité est satisfait :

F(T,,A) =0 = F([®{X},a)=0

Cette relation est une équation non linéaire en An. La présence de p; au
dénominateur peut créer des difficultés dans le cas ol la valeur est nulle. Pour
éviter celles-ci, z; est développé au premier ordre en A car les pas sont
petits :

1 Az 1 2 1 Az
1':(77) (1':0 Y ) {1 pi An + 2 (“c ATI) ] + N [5 ]

Pour résoudre cette équation, nous Pécrivons a la date 7 sous forme matri-
cielle :

- 1. -
0X) = 130 + 48 - (00 + 00) o B
Utilisons la transformation donnée par :

{x} = [o] {T,}

La relation précédente peut étre écrite sous la forme suivante :

O {'T) = ) (T} + ' AR ~ TR (1T + 5 )

Les pas de chargement sont petits, nous considérons I’approximation sui-
vante :

(@] ~ (@]

Sachant que :

‘@) o] = ‘(@] '] = (1]
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‘@) '(¥] '[@]' = *[W]

L’équation [52] peut étre écrite sous la forme :

(T} = (T} + (D) — ‘W ({T} + 5 (B} e (3

Cette relation donne la valeur des contraintes généralisées a la date 7 en
fonction du multiplicateur plastique ;7.
Durant 1’écoulement plastique, nous avons : F = 0

,F:fF—tF

La valeur du critére de plasticité *F 4 la date t peut donner I'un des
résultats suivants :

o 'F = 0 = Phase entiérement plastique.
e 'F < 0 = Phase élastoplastique.

o Phase enti¢rement plastique :

L’accroissement de contrainte vraie pour lequel on reste dans le domaine
élastique est nul et 'incrément de contrainte < (T, > fournit 'incrément des
déformations plastiques (figure 2). Afin de vérifier le comportement nous devons

ramener < ;T; > sur la surface d’écoulement en permettant ’apparition des
déformations plastiques.

‘F>0

v
N

Figure 2 : Etape entiérement plastique

Sachant que 'F = 0, nous pouvons écrire :

F({T,},"A4) =0
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Développons cette relation non linéaire en 7 :

A+Bim+Cm? =0

L’accroissement de contrainte vraie est alors :
- 1 -
{:T,} = {T,} - '[W] ({tTy} + 3 {:Ty} )

Les déformations plastiques sont données par :
o'F
P =
{tfg} 7 a{tTg}

s Phase élastoplastique :

425

[54]

[55]

Cette phase consiste & faire passer un point du domaine élastique au domaine

plastique. L’état de contrainte en un point & la date ¢ est donné par :

F({'T,},'4) < 0

L’accroissement de chargement fournit, en réponse élastique, un accroisse-

ment de contrainte < T, > tel que (figure 3) :
TF({Ty} + (T}, 74) > 0

&=

Figure 3 : Etape élastoplastique
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Nous cherchons un scalaire w tel que :

F({T} +w{},74) =0

Cette équation du second degré permet de trouver la valeur de w et ac-
croissement de contrainte vraie pour lequel on reste dans le domaine élastique
est donné par : w {;Ty}. Le calcul de w nous rameéne sur la surface de plasti-

cité. Ainsi, nous devons ramener (1 —w) {;T,} sur la surface de plasticité en
permettant ’apparition des déformations plastiques. La contrainte vraie a la
date 7 est alors donnée par :

(T} = (T + 4B) = ‘W (I + o (B} + 5 (1-w) LT} ) an

ou bien :

(1) = (T + (5) - W1 ({T) + S22 (7))

Reportons cette valeur dans le critére de plasticité, il vient :

TF({T},7A) =0

Cette équation du second degré donne la valeur de ;7. L’accroissement de
contrainte vraie est alors :

(T} = (T} - {'Ty} - w (T}

ou bien :

(1) = (-0(d) - W) + SED (A b

5.2.3. Relations de la phase élastoplastique

La phase élastoplastique est caractérisée par le gradient de la fonction de
plasticité. Dans le cas du critére d’Eidsheim et Larsen, on trouve facilement les
composantes de la matrice ‘[M] & partir de [28] :
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S
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e = V3B NL M

La matrice '[W] (équation [43]), caractérisant la phase élastoplastique, est

alors :

avec :

ai

az

a4

tas

thy

tbl

tbs

1b4

rta, by

‘ay th,

0 0

lay by

lag thy

L 0 0
km (2 — v)
km (2v - 1)
him (2 = v)

thym (20 — 1)

0 tC]
0 (4]
as 0
0 tC4
0 '05
ag 0
tcl
te,
teg
tes

tdl

td2

id4

td5

[
&

o
[

tkmf(Q—V)
tk,,,f(?l/—l)
k(2 - v)

thy(2v — 1)
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‘a3= 3km(1—l/) tba: 3tkmf(1—1/)
’a5= 3tlcfm(1-1/) tbe: 3‘1&7](1—1/)
k. = E h tk —_ sEh
m — NZ 71 - 2 -
NI(1 - %) ™ OSVBIBN ML (1 - 7))
tka Eh3 tklm____ SEh3

127 MZ (1 = V7)) 24V3'8NL My (1 — »?)

Les valeurs propres et les vecteurs propres de *[W] sont ensuite obtenus.
L’accroissement du multiplicateur plastique ;7 est déterminé en résolvant
’équation [54] dans laquelle les coefficients A, B, C sont calculés en écrivant
que la fonction de plasticité & la date 7 est satisfaite :

TR({T,},"A) =0

6. Validation du modéle

Nous présentons dans ce paragraphe la validation de notre modeéle. Le modéle
mécanique & double non-linéarité géométrique et matérielle est testé a travers
quelques applications tirées de la littérature. Trois types de comportement sont
présentés :

e comportement élastique en déplacements modérés,
e comportement élastoplastique en petits déplacements,
e comportement élastoplastique en déplacements modérés.

Les exemples choisis ont été traités par d’autres chercheurs, par d’autres mé-
thodes et d’autres éléments finis, afin de permettre la comparaison. La particu-
larité de ces exemples réside dans leurs comportements trés variés permettant
le traitement de situations non linéaires trés séveres. La détermination automa-
tique de toute la réponse a été possible par le pilotage proposé au paragraphe
4.2. Les résultats que nous obtenons avec notre modéle sont comparés a des
résultats analytiques ou numériques tirés de la littérature.

6.1. Claquement d’une coque cylindrique

Il s’agit d’une coque cylindrique mince articulée sur deux génératrices, libre
sur Jes deux autres bords et chargée d’une force concentrée en son centre (figure
4). Ce probléme est trés fréquemment utilisé et constitue un test classique pour
la validation d’éléments de coques.

En supposant le claquement symétrique, nous analysons un quart de coque.
Deux cas sont considérés :

e un premier cas avec une coque d’épaisseur b = 12,7 mm,
e un second cas avec une épaisseur réduite de moitié A = 6,35 mm.
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Données géoméiriques : Données mécaniques :

R = 2540 mm E = 3,10275 kN/mm?
L = 508 mm ' v = 0,3

® = 0,1 rad

épaisseur :

1" cas : h = 12,7 mm 2¢m¢ cas :h = 6,35 mm

Modélisation du quart ABCD

Conditions auz limites :
u=v=w=26 =0 le long de BD

Condilions de symélrie :
6, =0 le long de AC
6, =0 le long de CD

v
u
Figure § : Coque cylindrique ~ Données et maillage

La discrétisation du quart de la coque est réalisée avec deux découpages :
4x4etdHxb. :

Les conditions aux limites de rotation sont exprimées en repére global, alors
qu’une représentation exacte devrait introduire une relation entre 6, et 4,.
Cette approximation ne nous a pas semblé entrainer d’erreur importante, la
coque étant surbaissée.

Sur les figures 5 et 6, nous présentons ’évolution de la fleche au centre ainsi
que celle de la fleche au bord libre, en fonction de la charge, pour les deux
découpages et pour les deux épaisseurs.
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3.5

™,

]

/

)

4
"\‘

Charge (kN)
~J
7
I 3
b
==
~3

Sk v, maillage dxd___
/ / & y maillage 5x5
7 4 Surana
2 / s | -—H ¥ Surana
2.00 6.00 10.00 14.00 10,00 22.00 26.00 30.00
Déplacements (mm)
Figure § : Coque cylindrique avec charge concentrée
Déplacements au centre et au bord h = 12,7 mm
g ; —
\ ,
~ 1]
A= | T /
8 7/ N d/ N ! ’/
Y \\ » wa ) : ’/
& r \\ i /I
/, r 1 I
8 / \ i .: ,’/
zZ A 1 i/
o / \ i 15M,
gn ,' ‘I‘ i IA
3
ol /) /,” {
1 T N
° / g
: 7 Ak maillage 4x4___
// \( maillage 5x5
£ A A Sabir et Lock
s / L / N xi * Frey
3 N L \‘ o
Q\M/ \WA
»

2.00 5.00 10.00 14.00 10.00 22.00 26.00 30.00

Déplacement (mm)

Figure 6 : Coque cylindrique avec charge concentrée
Déplacements au centre et au bord h = 6.35 mm
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Nos résultats sont comparés & ceux de Sabir et Lock [SAB 1], Frey [FRE
1] et Surana [SUR 3]. Une bonne concordance est & noter, méme si elle est
moins satisfaisante dans la zone particuliérement délicate ol le déplacement et
la charge décroissent simultanément (back snap-through).

6.2. Plaque carrée simplement supportée — charge uniforme répartie

Le comportement élastoplastique, dans le domaine des petits déplacements,
d’une plaque carrée simplement supportée soumnise a une charge verticale uni-
formément répartie, est étudié. Les caractéristiques géométriques et mécaniques
sont présentées sur la figure 7.

Y L2
[
Iy D
B H
|
l |
o~ 1
Iy '
i |
]
J A\ : C
L NN M.y
Données (en supposant un systéme d’unités cohérent) :
L =1 e = 1600
h = 0,01 E = 10,92
N, = 16 v =03
3
M, = 0,04 D= L
P 12(1 - v?%)

Conditions auzr limites :

b5
9!1

w
w

0 le long de CD
0 le long de BD

il
/]|

Conditions de symétrie :

v

0 le long de AC
0

0
0y le long de AB

Figure 7 : Plaque carrée simplement supporiée - Données et matllage
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En raison de la double symétrie le quart de la plaque est discrétisé avec deux
découpages : 2x2 et 3x3.
Sur la figure 8 nous présentons ’évolution du déplacement normal du point

situé au centre de la plaque, sous forme adimensionnelle w} = -M_DLY wy,

en fonction de 'intensité de la charge uniforme ¢ (par unité de surface), sous

2
forme adimensionnelle p = {?—q.
4

| T
rigide plastique
: s
g Sty 20 R e Sy gy gy B
o - o - b *®
afsd P
2
-
/ Maillage _2x2
/ Maillage 3x3
[ Backlund modéle de couche
% Backlund modéle global
& ® Owen modéle de couche

0.08 8.8 LR} ¢.3x 9.43
._ D
wy = mw,‘
Figure § : Plaque carrée simplement supportee - charge repartie
Déplacement normal au centre

La figure 9 présente la propagation des zones plastiques & travers ’épaisseur
pour différents niveaux de chargement. La cote traduit ’évolution du parametre
'a donné par [24]. Il simule la pénétration de la plasticité & travers ’épaisseur.

Cette plaque a été étudiée par Bergan [BER 7] avec un éiément rectangulaire
4 20 degrés de liberté et 11 points d’intégration & travers ’épaisseur. Ando
[KIK 1] utilise un élément triangulaire avec 20 couches. Nous avons comparé
nos résultats avec ceux de Owen [OWE 1] qui utilise un élément ”heterosis” a
9 nceuds et divise I’épaisseur en plusieurs couches. Backlund {BAC 1] utilise un
élément triangulaire & 12 degrés de liberté avec 10 couches a travers ’épaisseur
ainsi qu’une formulation globale.

Les maillages trés limités que nous avons utilisés et la modélisation en va-
riables globales, conduisent & des résultats trés proches du modéle multicouche
de Owen, particulierement dans la zone ou la réponse est conditionnée par la
pénétration de la plastification dans 1’épaisseur.

A titre de comparaison, le modéle rigide plastique parfait donne un coefficient
de chargement limite p = 24 qui est inférieur de 4% au résultat obtenu en
comportement asymptotique.
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&3’2%%%

LIKKF

K&
‘.’V

‘o ~2/3

Figure 9 : Plaque carrée simplement supportée ~ charge répartie
Evolution des zones plastiques

6.3. Comportement élastoplastique d’un panneau cylindrique

L’analyse élastoplastique, dans le domaine des petits et des grands dépla-
cements, du panneau cylindrique décrit sur la figure 10, présente un intérét
particulier car ce probleme a été étudié par plusieurs auteurs afin de tester le
comportement des éléments de coques.

Il s’agit d’une coque cylindrique, soumise 4 une charge de gravité répartie
uniformément par unité de surface. La coque est totalement libre sur les co-
tés rectilignes, les bords courbes reposent sur deux diaphragmes rigides. Le
matériau est considéré élastique parfaitement plastique.

Vu la double symétrie, un quart de la coque est discrétisé par deux maillages :
4x5 ( 4 sur le coté courbe) et 6x8 ( 6 sur le c6té courbe).

Sur les figures 11 et 12, nous présentons [’évolution de la fleche wg au milieu
du bord libre en fonction de I'intensité du chargement. La figure 13 concerne
I’évolution des zones plastiques a travers ’épaisseur pour différentes valeurs de
chargement.
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- . / Appui simpie

Botd libre
Bord libre

Appui simple

L = 15200 mm e = 4,1 MPa
R = 7600 mm E = 2,110 MPa
h =76 mm v = 0,
B = 40 degrés
Conditions auz limites :
u=w=6 =0 le long de CD
Conditions de symétrie :
v =26 =0 le long de AB
u=2©6 =0 le long de AC
Figure 10 : Coque cylindrigue - Données el maillage
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Figure 11 : Coque cylindrique ~ charge répartie
Déplacement normal au miliew du bord libre (petits déplacements)
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Figure 12 : Coque cylindrigue - charge répartie
Deéplacement normal au milieu du bord libre (grands déplacements)

P=23510°Pa

Figure 13 : Coque cylindrique - charge répartie
Evolution des zones plastiques (grands déplacements)



436  Revue européenne des éléments finis. Vol. 1 - n° 4/1992

Nous comparons nos résultats avec ceux présentés par Backlund [BAC 1]
qui utilise un élément triangulaire plat 4 12 degrés de liberté avec 10 points
d’intégration a travers P’épaisseur pour un maillage 12x16 ; avec ceux de Chen
[CHE 1] qui utilise un élément triangulaire & 18 degrés de liberté avec 12 points
d’intégration & travers ’épaisseur pour un maillage 6x9. Nos résultats sont
également comparés avec ceux de Cormeau [COR 2] et Dupuis [DUP 6] et ceux
de Eidsheim et Larsen [EID 1] qui ont discrétisé cette structure par 40 et 160
éléments triangulaires & 15 degrés de liberté. La plasticité est introduite par
lintermédiaire d’'un parameétre permettant de suivre sa propagation a travers
’épaisseur. Krakeland [KRA 2] utilise un élément isoparamétrique quadrilatére
a 8 noeuds et 5 points d’intégration a travers ’épaisseur pour un maillage 4x4.

La rigidification apportée par les grands déplacements est confirmée par les
résultats de [EID 1].

Comme cela est bien connu dans le comportement des voiles cylindriques,
les efforts sont transmis par un développement des efforts normaux et par la
traction des rives en bords libres qui plastifient les premiéres.

Nous constatons que les résultats obtenus avec notre élément de coque sont
trés comparables aux résultats de référence, bien que le nombre de points de
calcul considérés avec notre élément soit environ 10 fois moindre que dans les
autres modéles.

7. Conclusion

Nous avons présenté la formulation, par éléments finis en théorie de Mar-
guerre, d’'un modéle mécanique permettant l’analyse de structures minces de
types arcs, plaques et coques en tenant compte des non-linéarités géométriques
combinées aux non linéarités matérielles dues a la plasticité.

Le comportement élastoplastique est représenté par un critére exprimé en
variables généralisées. Une telle approche prend en compte, de fagon correcte, la
plastification initiale en un point d’une section et son évolution a travers celle-ci
jusqu’a la plastification compléte, et ceci quel que soit le couple ({N}, {{ M}).

Le choix de la théorie de Marguerre associée a la description Lagrangienne ac-
tualisée approchée du mouvement du corps, I’adoption d’un critére de plasticité
exprimé en variables généralisées, conduisent a des performances qui peuvent
étre résumées dans les points suivants :

o le calcul est fait en coordonnées cartésiennes, ce qui donne une facilité de
mise en ceuvre intéressante,

o la prise en compte de la géométrie déformée dans le tenseur des déforma-
tions permet une représentation correcte de la géométrie courbe a un instant
t. Cet avantage est plus important en calcul non linéaire qu’en calcul linéaire
car la géométrie déformée est plus complexe qu’une géométrie initiale,

e la prise en compte de 'apparition progressive de la plasticité a travers
Pépaisseur, par l'intermédiaire de parameétres faisant intervenir la courbure
plastique équivalente, permet d’éviter le processus d’intégration numeérique a
travers I’épaisseur ainsi que le stockage de nombreuses informations & traiter,
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e le calcul de 'accroissement de contrainte vraie par ’approche intégrale, a
partir d’une formule simple, permet d’éviter un processus d’itérations, ce qui
réduit le temps de calcul.

Les résultats présentés dans ce texte et d’autres essais numériques [GHA 1],
ont démontré la fiabilité de la formulation et son efficacité.

En effet, ils Pont été avec des maillages beaucoup plus réduits que ceux
des exemples de référence, pour des valeurs obtenues tout a fait comparables.
De plus, le modéle évitant tout & la fois 'intégration selon ’épaisseur par de
nombreuses couches et les itérations internes de redistribution de la plasticité,
le volume des calculs devrait étre diminué.

L’approche globale associée a la théorie de Marguerre conduit a un outil
numérique & la fois simple dans sa mise au point, efficace dans son utilisa-
tion et fiable dans son application. Combinée avec la méthode de résolution
de Newton-Raphson, associée au controle en sphére de rayon pondéré, cette
approche s’avére trés robuste. En effet, la détermination de toute la réponse
d’une structure & comportement non linéaire élastoplastique et le parcours des
zones d’instabilités, ol des points limites en charges ou en déplacements sont
rencontrés, ont été effectués automatiquement par 1’algorithme. La notion de
rayon pondéré devrait maintenant permettre une optimisation du calcul non
linéaire.

Le couplage de la théorie de Marguerre pour 'actualisation de la géométrie
et du critére de Eidsheim et Larsen pour la modélisation de la plastification
progressive, rendu possible tout en évitant les itérations internes, conduit a une
modélisation performante avec un nombre réduit d’éléments.
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