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RESUME. Cet article est consacre aux analyses bi- et tridimensionnelle de problemes de 
contact avec frottement entre solides deformables. Une methode mixte des elements finis est 
developpee. Cette methode utilise Ia matrice condensee de flexibilite obtenue par elimination 
des nauds qui ne sont pas candidats au contact. Une procedure iterative incrementale est 
utilisee pour la resolution. Divers cas ont ete etudies : rigide-deformable 2D, deformable­
deformable 2D et deformable-deformable 3D. L' influence du frottement sur les contraintes 
locales et les reactions de contact a la surface en contact est montree. Les resultats 
numeriques prouvent que cette methode est en accord avec des solutions connues : de plus, le 
nombre d' iterations et le temps CPU sont Ires petits, compare aux autres methodes. 

ABSTRACT. This paper is devoted to the analysis of the two and three dimensional frictional 
contact problems between deformable bodies. A mixed finite element method is developped. 
The method uses the condensed flexibility matrix obtained by eliminating all the nodes except 
those where contact likely occurs. An incremental iterative procedure is used to solve this 
problem. Numerical examples are carried out in three cases : 2D rigid-deformable, 2D 
deformable-deformable and 3D deformable-deformable. The influence of friction effects on 
the local stress and contact pressure along the contact surface is shown. The numerical 
results prove that this approach is in very good agreement with known solutions and the 
number of iterations and the CPU time required are very small, compared to other available 
methods. 

KEY-WORDS : contact with friction, iterative procedure, finite element method, flexibility 
matrix. 
MOTS-CUS: contact avec frottement, procedure iterative, methode des elements finis, matrice 
de flexibilite. 

Revue europeenne des elements finis. Volume 1 - n° 4/1992, pages 441 a 459 



442 Revue europ6enne des 616ments finis. Vol. 1 - n ° 4/1992 

1. Introduction 

L'analyse des problemes de contact avec frottement a une grande importance dans 
beaucoup d'applications du genie civil et de Ia mecanique. Les processus de formage, 
de laminage, d'extrusion, de coupe de metaux ou de penetration constituent quelques 
exemples dans lesquels le contact entre le solide deformable (metal, sol) et le 
contacteur (outil, pieu) joue un rOle predominant. Le contact entre deux (ou 
plusieurs) solides defonnables peut se produire dans beaucoup de problemes 
mecaniques. Marne si Ia loi est elastique lineaire, le probleme de contact est non 
lineaire. En effet, les phenomenes de contact et de frottement sont representes par des 
inequations non lineaires qui font intervenir les deplacements (ou vitesses de 
deplacement) d'une partie de Ia frontiere, et les reactions de contact. Ces reactions et 
les surfaces en contact sont a priori inconnues et elles changent progressivement 
lorsqu'on applique le chargement exteme. Dans la litterature, beaucoup de methodes 
ont ete proposees pour resoudre de tels problemes en utilisant Ia methode des 
elements finis, la methode de programmation mathematique [NGU 80] [KLA 88] 
[ZHO 89] [FEN 90], Ia methode de penalisation [CHA 71] [TSU 73] [CHE 78] 
[KIK 84] [SAX 92],1a methode des multiplicateurs de Lagrange [WRI 85] [SIM 85] 
[CUR 88] [ALA 88] [SHY 89] [ALA 92]. L'application de ces methodes conceme 
surtout jusqu'a present des problemes bidimensionnels, sauf [KLA 88]. 

L'objectif de cet article est de presenter une methode mixte d'elements finis qui 
est tres simple et s'adapte bien a Ia resolution de ce probleme localement non 
lineaire. Cette methode a ete proposee par Francavilla et Zienkiewicz [FRA 75] pour 
le contact sans frottement. On l'a modifiee pour prendre en compte le frottement en 
introduisant une relation lineaire entre les reactions de contact et de frottement. Cette 
methode peut atre appliquee a Ia resolution de problemes de contact et de frottement 
entre deux solides defonnables ou bien entre un solide deformable et une fondation 
rigide, dans le cas bi- ou tridimensionnel. lei, dans l'hypothese des petites 
deformations,le principe de cette methode est le suivant: une matrice de flexibilite, 
qui conceme seulement les nceuds candidats au contact, est calculee a l'aide de Ia 
matrice de rigidite. Notons que Ia matrice de flexibilite peut etre calculee par l'une 
des trois methodes suivantes: Ia methode de condensation de Guyan par elimination 
[GUY 65], Ia methode frontale [HIN 77] ou Ia methode de Ia force unitaire [FEN 
91]. Ensuite, les forces de contact sont calculees iterativement, en verifiant les 
conditions de contact. Finalement, les etats de chaque paire de nceuds de contact etant 
determines, le champ de deplacements peut etre calcule dans toute Ia structure, en 
considerant les forces de contact comme un chargement exteme. 

L'avantage majeur de Ia methode mixte est que, au lieu de modifier Ia matrice de 
rigidite comme dans la methode de penalisation, seule Ia matrice de flexibilite est 
modifiee a chaque iteration. Comme Ia matrice de flexibilite a souvent une 
dimension beaucoup plus petite que Ia matrice de rigidite, on resout un systeme 
reduit, et le temps de calcul est done largement diminue. De plus, comparee avec 
d'autres methodes : Ia methode du lagrangien augmente [JEA 88] [FRA 89] 
[SAX 90] [SAX 91] [FEN 92], Ia methode de penalisation [FEN 89a] [SAX 92], 
Ia methode des relations lineaires [FEN 89b] et Ia methode de LCP [FEN 90] 
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[ALF 90], Ia m~thode mixte satisfait exactement les conditions de contact et ~vile la 
programmation matMmatique plus compliqu~e et une procMure it~rative plus 
couteuse. Toutefois, cette m~thode est moins stable que Ia m~thode du lagrangien 
augmen~ quand le coefficient de frottement est trop ~lev~. 

l. Principe de Ia methode mixte 

Consid~rons deux solides V1 et V2 qui sont en contact (figure 1), soumis A des 

tractions p et a des d~placements impo~ u . 

Figure 1. Structure en contact 

Quand le contact intervient, chaque paire de nreuds de contact peut etre dans un 
des trois ~tats : contact avec adMrence, contact avec glissement et non-contact Dans 
ces trois cas, les conditions de contact soot donnoos dans l'annexe 1 et les ~quations 
d'~uilibre des forces de contact dans l'annexe 2. Dans le contexte des ~l~ments finis, 
l'~uation d'~uilibre de deux solides s'ocrit directement : 

[K] {U} = {P} + {R} [1] 
ou 

[K] : matrice de rigidi~ de Ia structure, 
{U} : vecteur de ~placement de Ia structure, 
{P} : vecteur de chargement externe, 
{R} : vecteur de reaction de contact. 
Comme {U} et {R} sont inconnus, l'~quation [1] ne peut pas etre resolue 

directement. Le vecteur {R} est d'abord localement d~termin~ par Ia methode des 
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forces. Ensuite, le vecteur {U) est globalement calcul~ par Ia m~thode des 
~placements. Cette m~thode est done appel~ "m~thode mixte". 

L'equation [1] peut etre reecrite sous Ia forme suivante: 

[2] 

ou {U•) conceme les m~uds de contact, {Ur)le reste de Ia structure. {R•) est le 
vecteur de reaction concernant les nreuds de contact. 
Par ~limination de {Ur), l'~quation [2] devient: 

oil 

[~] {u"} = {P;} + {R"} 

[~] = [Ka:] · [Krcf [Krr]"1 [Krc] 

D'apres l'~quation [3], on peut obtenir : 

ou 

[ F;] = [ ~r : matrice de flexibilit~. restreint aux nreuds de contact, 

{u;} = [F;] {P;} : vecteur de ~placements dus au chargement exteme. 

2.1. Equation des ecarts entre les paires de nauds de contact 

[3] 

[4] 

[5] 

[6] 

On construit les ~carts entre les paires de m~uds de contact a partir des 
~placements de nreuds de contact et des ~arts initiaux { Xo •} entre deux solides V 1 et 
V2par: 

ou 

{ x· } = { u;} -{ u; ) + { ~) 

En combinant les equations [2] et [4], on en d~uit: 

{u;} 

[F"] =[F;t] -[F;2J 

{x") =[F"] {R") + {u;} + {~} 

: vecteur des ~arts dus au chargement exteme, 

: matrice de flexibilit~. 

[7] 

[8] 
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1.1. Relation dans le repere local 

Afin de satisfaire les conditions de contact et d'~tablir les ~uations d'6quilibre de 
contact, on doit transformer l'~quation [8] dans le rep~re local n-t, ou n est Ia 
direction normale A Ia surface de contact et t est Ia direction tangentielle A Ia surface 
de contact. Supposant que { x) et { r) sont respectivement le vecteur des ~carts et le 
vecteur des forces de contact dans le re~re local, on a : 

{x) = [11 {X*) [9] 

{r) = [11T {R") [10] 

ou [T] est Ia matrice de rotation correspondant h Ia transformation de coordonn~es 
entre le repere local et le repere global. 

Portons les expressions [9] et [10] dans 1'6quation [8], on obtient l'~quation des 
~arts entre les paires de nreuds de contact dans le repere local: 

{ x} = [ f] { r} + {Up } + { Xo } [11] 

ou 
[f] = [TJ[F")[Tf, {up}= [TJ{u; }, (Xo} =(T]{~} 

1.3. Forme incrementale de l'equation des ecarts 

Dans les problemes de contact, le frottement resulte de !'interaction entre deux 
corps au niveau de leurs surfaces de contact. Sous l'effet du chargement les deux 
corps peuvent avoir un mouvement relatif l'un par rapport h l'autre. On sait que ce 
mouvement depend des reactions normales et tangentielles qui s'exercent sur Ia 
surface de contact. II apparait h partir d'un certain seuil. Au-delh de ce seuil se produit 
le glissement, de nature irreversible. Lh encore, les effets de frottement dependent de 
l'histoire de chargement. Done, une approche de type incrementale est n~essaire afin 
de suivre au plus pres !'evolution du glissement. La procedure pas-h-pas suivante est 
appliquee. 

On introduit le symbole "A" pour d~crire les variables incrementales. Au pas (i), 
l'~quation [ 11] devient : 

(xi} =[f] (r;} + (llpi} + (Xo} [12] 

ou 
{r;} = {r;.I) + {Ar;}, {Up;}= {Upi-tl + {AUp;} [13] 

En portant [13] dans [12], on a: 

{xi)= [f] {Ar;} + {Aup;) + [f] {r;.I) + {up;-d + {xo) [14] 
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de plus: {Xi-d =[f) {ri-d+ hlpi-d + {xo} [15] 

On obtient done Ia forme incrementale de l'6quation [11] : 

[16] 

A Ia fin du pas (i-1), {Xi-1} est connu. Au pas (i), l'increment du chargement 
externe {M>i} est donne, {~upd peut etre calcule en resolvant le systeme lineaire: 
[K] { ~Upi} = { M>i}. 

2.4. Equation d'adhirence 

Initialement, on suppose que tous les ml!uds de contact sont dans l'etat 
d'adberence, autrement dit que les ecarts sont nuls : 

{xi} =0 [17] 

L'6quation d'adberence est done : 

[f) lnl = lbl [18] 
ou 

{b)=- {~Upi}· {Xi-1} 

l.S. Modification de Ia matrice de flexibilite et du second membre 

Dans le cas du contact d'adberence, on resout directement l'equation [18] sans 
modifications. L'equation [18] reste toujours valable pour les nreuds dans l'etat de 
glissement ou de non-contact, mais dans ces deux cas, [f) et [b] doivent @tre 
modifies. 

2.5.1. Contact avec glissement 

La reaction normale rn etant inconnue, l'equation correspondant a ce tenne n'a pas 
a etre modifiee. Dans Ia direction tangentielle, Ia loi de Coulomb doit @tre satisfaite 
en chaque nreud de contact : 

ou s est lie a Ia direction de glissement et J.1. est le coefficient de frottement. 
En portant [13] dans [19], on a : 

Mt i - s J.l. Mn i = s J.l. Mn i-1 - rt i-1 

[19] 

[20] 



Problemes de contact avec frottement 447 

On remarque que Ia rtsolution du syst~me [18] sous contrainte de l'tgalitt [20] 
consiste a imposer une relation lintaire entre Mt i et &"n i, 

2.5.2. Non-contact 

Selon les tquations d'tquilibre de contact indiqutes en annexe 2, on a 

rn i = 0 et rt i = 0 [21] 

En combinant l'tquation [13] et l'tquation [21], on obtient 

&"n i = -&-n i-1 et &"ti =- rti-1 [22] 

2.6. Contact tridimensionnel 

Les tquations de base du probl~me de contact tridimensionnel soot les m~mes que 
celles dtvelopptes prtctdemment. Toutefois dans le cas tridimensionnel Ia plus 
grande difficultt est due a Ia modtlisation du frottement. 

A deux dimensions, le glissement est dirigt soit vers Ia gauche, soil vers Ia 
droite. II est done relativement facile de dtterminer sa direction D. Mais a trois 
dimensions, une des difficultts est justement de trouver Ia direction de glissement. 
On remarque que s'il y a glissement, D est de norme unitaire et reprtsente Ia 
direction de glissement. On peut envisager deux mtthodes. 

2.6.1. M~thode de projection [BEN 90] 

Pour passer a une formulation incrementale, on rem place Ia vitesse de glissement 
par l'accroissement du dtplacement tangentiel relatif aut, car le facteur ~t se 
simplifie dans les relations. On choisit done une approche quasi statique du 
frottement. La direction D est dtterminte par une projection en s'appuyant sur Ia 
formule: 

D = ProjB(O;l) (D + p aut), [23] 

ou B(O; 1) est Ia boule unite de R2
• 

Une difficulte numtrique est le choix du parametre p. Si on prend pour p une 
valeur trop petite, les directions de glissement ne changent pas beaucoup d'une 
ittration a l'autre, et l'algorithme sera tres lent a converger. Inversement, si Ia valeur 
de p est trop grande, l'algorithme risque d'avoir des oscillations et de ne plus 
converger. En fait Ia meilleure valeur est lite aux valeurs propres de Ia matrice de 
flexibilite. 
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2.6.2. M~thode explicite 

Cette m~thode d~tennine Ia direction D de fa~on explicite : selon les r~actions 
tangentielles de contact du pas prec~nt. on calcule Ia direction du vecteur de Ia force 
de frottement par : 

{

cos e = ru 
Yru

2 + ft2 2 

sine= ra 
Yrtt

2 + ft2 2 

[24] 

On impose alors que Ia direction de glissement soit oppos~ a Ia direction obtenue 
(cos e. sin 9). 

3. Procedure iterative et algoritbme 

Apres Ia modification de [f) et {b}, (&i} est obtenu en resolvant l'~quation [18] 
et (ri} est actualis~ par l'~quation [13]. En mettant (&i} dans l'~quation [16], on 
obtient (xi}. 

entree des donnees 
calcul de [K] et {P} 
imposition des conditions aux limites 
triangularisation de [K] 
ii traitement du probleme de contact akD, 

calcul de [f) 
I!Qll[ i = 1 .l imax ~ (* boucle de pas de chargement *) 

calcul de {b} 
~ (* boucle d'it~ration de contact *) 

modification de [f) et (b} 
resolution du systeme [f) (&} = (b} 
calcul de {r} et {x} 

~ non-changement des ~tats de contact 
iuswllla fin de tous les pas de chargement 
r~solution du systeme [K) (U} = {P} + {R} 
~ 

r~solution du systeme [K] (U} = (P} 
post-traitement 

Tableau 1. Algorithme 
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Si I Xi} et I ri} ne satisfont pas les conditions de contact (annexe 1 ), [f] et I b} sont 
modifies de nouveau. Cette procedure iterative est appliquee jusqu'au moment ou les 
conditions de contact sont satisfaites pour tous les nceuds de contact. Ensuite, on 
passe au pas suivant. 

Des que l'on a applique tous les pas de chargement, on obtient les forces de 
contact IR}. En les reportant dans l'equation [1], on peut obtenir le champ de 
deplacements pour toute Ia structure. 

Dans ce paragraphe nous donnons Ia sequence de calcul a executer (tableau 1) 
pour traiter un probleme de contact avec frottement entre deux solides elastiques 
lineaires ou entre un solide elastique lineaire et une fondation rigide. Dans le cas ou 
les solides ont des comportements non lineaires, il suffit d'imbriquer ce schema dans 
une iteration d'equilibre. Dans ce cas, Ia matrice de flexibilite est obtenue a partir de 
Ia matrice de rigidite tangente, et les reactions de contact obtenues sont ajoutees dans 
le vecteur de residus. 

4. Exemples numeriques 

4.1. Contact entre un bloc ilastique et un plan rigide 

Le premier probleme traite est tres simple. Le but est de valider par comparaisons 
les methodes proposees. On considere le contact avec frottement entre un bloc 

... ~ 
r 1 

-
1 2 3 4 5 '////// 

Figure 2. Geometrie, conditions aux limites et mail/age 
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elastique et un plan rigide. Le bloc a une dimension de 2x2 mm. La geometrie, les 
conditions aux limites et le maillage (73 na:uds et 16 elements quadrilateraux a 
8 na:uds) sont montres sur Ia figtD"e 2. 

Les caracteristiques du probleme sont : 
- etat plan de contrainte 
- module de Young 
- coefficient de Poisson 
- coefficient de frottement 

10 000 N/cm2 
0,3 
0,1 

Le tableau 2 presente les resultats (reactions de contact, glissements, nombre 
d'iterations et le temps CPU (s) sur VAX 8600) pour les points 1, 2, 3, 4 et 5. 

Methode Point Rn Rt Xt Iteration CPU 

1 26157 02616 0 1370E-4 
2 11,244 1 1244 0 1312E-4 

[JEA 88] 3 59586 05959 0 1155E-4 79 2,1 
4 13 593 13593 04253E-5 
5 77897 00 00 
1 26155 02616 0 1370E-4 
2 11249 1 1249 0 1312E-4 

[SAX 91] 3 5 9613 0 5961 0 1156E-4 40 1,1 
4 13 597 13600 04259E-5 
5 77985 00 00 
1 26089 02609 0 1358E-4 
2 11,293 1 1293 0 1307E-4 

Mixte 3 5 8557 05956 0 1149E-4 6 0,3 
4 13 748 13748 04194E-5 
5 7 6421 00 00 

Tableau l. Comparaison de rbultats 

On remarque une tres bonne coherence entre les resultats obtenus par les trois 
methodes, ce qui nous montre que les methodes que l'on a develop¢ sont bien 
valables. La methode mixte est plus rapide parce que son critere de convergence est 
base sur les statuts de contact et non sur les reactions de contact. Ce type de critere 
pose quelquefois des problemes d'instabilite. 

4.2. Contact entre deux solides deformables 

On considere le contact avec frottement entre un poin~on V 1 carre de c6te egal a 
10 mm et une piece rectangulaire V2 de 20 mm de large et 24 mm de haut. On 
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impose un deplacement vertical constant (-0,5 mm) sur Ia face superieure du 
poin~on, les deux pieces etant initialement en contact. A cause de Ia symetrie, on ne 
considere que Ia moitie de Ia structure. L'influence du coefficient de frottement a ete 
etudiee dans cet exemple. 

Les caracteristiques du probleme sont : 

- etat plan de contrainte 
-module de Young 
- coefficient de Poisson 
- coefficient de frottement 

(a) 

ii = -0,5 mm y 

10 000 N/cm2 
0,3 
0,1 ou 0,2 

Figure 3. Geometrie, conditions aux limites et maillage 

(b) 

La geometrie, les conditions aux limites sont representees dans Ia figure 3(a) et le 
maillage (1062 m~uds et 320 elements quadrilateraux h 8 nreuds et 9 points 
d'integration) est montre sur Ia figure 3(b). Ce probleme est traite par Ia methode 
mixte et Ia methode MSI (Materiau standard implicite [SAX 91]). Le tableau 3 
montre le temps CPU (s) sur Micro-VAX II et sur VAX 8600. 
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Micro· VAX II VAX 8600 
M~thode mixte 597 126 
M~thodeMSI 1922 436 

Tableau 3. Comparaison du temps CPU 

Le maillage d~fonn~ (facteur multiplicatif des d~placements ~gal h 4) est montre 
sur Ia figure 4. Les isovaleurs de Ia contrainte de cisaillement txy sont mon~es sur 
Ia figure 5. Sur Ia figure 6, Ia distribution de Ia pression de contact comporte une 
singulari~ h l'extr~mit~ droite correspondant a l'angle rentrant de 90° fonn~ par le 
poin~on et Ia piece en contact. La pr~sence de cette singulari~ peut atre d~montr~ 
par Ia th~orie de l'~lasticit~ ; Ia singulari~ est d'un type similaire h celle rencon~e a 
Ia pointe d'une fissure. Sur Ia figure 7, on observe une discontinuit~ de Ia pente de Ia 
distribution de force tangentielle de contact, correspondant a Ia frontiere entre Ia zone 
d'adh6rence et celle de glissement. 

Figure 4. Maillage dtformt 
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6 

8 

7 \ 
\ 

" 
Figure 5. Distribution de Ia contrainte de cisaillement txy 

500 

-~ c 400 8 
-8 
~ 300 

~ 
~ 

5 200 
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100 
0 2 

~ 
~ 

4 6 8 

Figure 6. Distribution de Ia force normale de contact 

1 -21,48 
2 -17,33 
3 -8,343 
4 -3,500 
5 0,000 
6 8,222 
7 25,40 
8 36,94 
9 48,40 
10 59,94 
11 71,43 
12 82,84 

X(mm) 

10 12 
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100,---------------------------~ -~ = 
8 80 
-8 
~ 60 
·~ 
5 
00 40 ! 
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0 2 

~ 
~ 

4 6 8 

Figure 7. Distribution de Iaforce tangentielle de contact 

X(mm) 

10 12 

4.3. Contact 3D entre une plaque epaisse et un poin~on 

Une plaque 6paisse carree et simplement appuy6e sur Ia face inf6rieure vient en 
contact en son centre avec un poin~on parall616pi¢dique. Les deux solides soot 
d6fonnables. La goometrie est montree sur Ia figure 8. On impose un deplacement 
vertical constant (-0,2 mm) sur Ia face su¢rieure du poin~on, les deux pi~ces etant 
initialement en contact. A cause de Ia symetrie, on ne consid~re que le quart de Ia 
structure. Les caracteristiques du probl~me soot : 

- probl~me 30 
- module de Young 
- coefficient de Poisson 
- coefficient de frottement 

16mm 

10 000 N/cm2 
0,3 
0,1 

Figure 8. G~om~trie de Ia structure en contact 3D 

Imm 
I 
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Le maillage (449 n<l!uds et 256 tltments hexatdriques A 8 na:uds et 8 points 
d'inttgration) est montrt sur Ia figure 9. Le maillage dtformt (dtplacements 
multiplies par 6) est montre sur Ia figure 10, et les isovaleurs de Ia contrainte de 
Von-Mises Omis sont montres sur Ia figure 11. Le temps CPU sur VAX 8600 est de 
748 secondes pour Ia resolution de ce probleme. On remarque une concentration de 
contraintes et un glissement relatif maximal au coin inftrieur du poin~on. Les 
isovaleurs de rtactions normales sont montrees sur Ia figure 12. On remarque une 
concentration de reactions aux bords et surtout au coin de Ia surface de contact. 

Figure 9. Maillage 3D 

Figure 10. Dcformees du mail/age 
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Figure 11. Distribution de Ia contrainte de Von-Mises 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 

Figure 12. Distribution de reactions normales de contact 

S. Conclusions 
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Une mc5thode mixte de rc5solution du probl~me de contact et de frottement a «5te 
dc5veloppee. C'est une methode itc5rative, qui consiste a resoudre l'c5quation d'c5quilibre 
restreinte aux variables locales accompagnre des relations de contact et de frottement. 
Les probl~mes difficiles comme ceux du contact 3D ont «5galement ete traites dans 
cet article. Cette methode est tr~s efficace pour trailer les probl~mes de contact et de 
frottement entre deux solides car le syst~me est reduit aux seules variables locales, 
probl~me dont le nombre de degres de liberte est largement inferieur au nombre total 
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de degres de liberte. Les resultats obtenus sont satisfaisants. Mais il faut dire que 
cette methode est moins performante pour certains applications comme celle de 
l'emboutissage oil le nombre de variables locales est tres important. 
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Conditions de contact 
avant iteration aores iteration Criteres 

non-contact ~Xn - Un2 + Unl > 0 
non-contact ~ ~Xn • Un2 + Unl < 0 

~ fnl < o· lrul < 11 lrnJI 

~dissement ~ droite fnl < 0• ftl >0· ru > 11 lrn1l 

adherence glissement ~ Rauche fnl < 0; ru ~ o· ·ftl ~ 11 lrn1l 

non-contact fnl > 0 
non-contact fnl > 0 

glissement ~ fnJ <O· ~tl • ~n > 0 
2lissement ~ droite fnl <0• ru > o· ~tl • L\xn < 0 
glissement ~ llauche fnl <0; r11 <O· ~tl • L\xn < 0 

Annexe 1. Conditions de contact 

Conditions de contact Equations 
non-contact fnl = fn2 = ftl = ft2 = 0 
OOMrence fn) + fn2 = o· ftJ + ra = 0 

_glissement ~ droite fnl + fn2 = 0; ftl + ra = o· ru + 11 fnl = 0 
Jtlissement ~ 2auche fnl + fn2 = o· r11 + r12 = o· ru- U fnl = 0 

Annexe l. Equations consistantes de contact 




