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RESUME. Cet article est consacré aux analyses bi- et tridimensionnelle de problémes de
contact avec frotlement entre solides déformables. Une méthode mixte des éléments finis est
développée. Cette méthode utilise la matrice condensée de flexibilité obtenue par élimination
des nceuds qui ne sont pas candidats au contact, Une procédure itérative incrémentale est
utilisée pour la résolution. Divers cas ont éié étudiés : rigide-déformable 2D, déformable-
déformable 2D et déformable-déformable 3D. L’influence du frottement sur les contraintes
locales et les réactions de contact a la surface en contact est montrée. Les résultats
numériques prouvent que cette méthode est en accord avec des solutions connues ; de plus, le
nombre d'itérations et le temps CPU sont trés petits, comparé aux autres méthodes.

ABSTRACT. This paper is devoted 1o the analysis of the two and three dimensional frictional
contact problems between deformable bodies. A mixed finite element method is developped.
The method uses the condensed flexibility matrix obtained by eliminating all the nodes except
those where contact likely occurs. An incremental iterative procedure is used to solve this
problem. Numerical examples are carried out in three cases : 2D rigid-deformable, 2D
deformable-deformable and 3D deformable-deformable. The influence of friction effects on
the local stress and contact pressure along the contact surface is shown. The numerical
results prove that this approach is in very good agreement with known solutions and the
number of iterations and the CPU time required are very small, compared 10 other available
methods.

KEY-WORDS : contact with friction, iterative procedure, finite element method, flexibility
matrix.
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1. Introduction

L'analyse des problémes de contact avec frottement a une grande importance dans
beaucoup d'applications du génie civil et de la mécanique. Les processus de formage,
de laminage, d'extrusion, de coupe de métaux ou de pénétration constituent quelques
exemples dans lesquels le contact entre le solide déformable (métal, sol) et le
contacteur (outil, pieu) joue un réle prédominant. Le contact entre deux (ou
plusieurs) solides déformables peut se produire dans beaucoup de probleémes
mécaniques. Mé&me si la loi est élastique linéaire, le probléme de contact est non
linéaire. En effet, les phénomenes de contact et de frottement sont représentés par des
inéquations non linéaires qui font intervenir les déplacements (ou vitesses de
déplacement) d'une partie de la frontitre, et les réactions de contact. Ces réactions et
les surfaces en contact sont a priori inconnues et elles changent progressivement
lorsqu'on applique le chargement externe. Dans la littérature, beaucoup de méthodes
ont été proposées pour résoudre de tels problemes en utilisant la méthode des
éléments finis, la méthode de programmation mathématique [NGU 80] [KLA 88]
[ZHO 89] [FEN 90], la méthode de pénalisation [CHA 71] [TSU 73] [CHE 78]
[KIK 84] [SAX 92], la méthode des multiplicateurs de Lagrange {WRI 85] [SIM 85]
[CUR 88] [ALA 88] [SHY 89] [ALA 92]. L'application de ces méthodes concerne
surtout jusqu’a présent des problémes bidimensionnels, sauf [KLA 88].

L'objectif de cet article est de présenter une méthode mixte d’éléments finis qui
est trés simple et s'adapte bien A la résolution de ce probléme localement non
linéaire. Cette méthode a été proposée par Francavilla et Zienkiewicz [FRA 75] pour
le contact sans frottement. On I'a modifiée pour prendre en compte le frottement en
introduisant une relation linéaire entre les réactions de contact et de frottement. Cette
méthode peut &tre appliquée a la résolution de problémes de contact et de frottement
entre deux solides déformables ou bien entre un solide déformable et une fondation
rigide, dans le cas bi- ou tridimensionnel. Ici, dans I'hypothese des petites
déformations, le principe de cette méthode est le suivant : une matrice de flexibilité,
qui concerne seulement les nceuds candidats au contact, est calculée a l'aide de la
matrice de rigidité. Notons que la matrice de flexibilité peut étre calculée par I’'une
des trois méthodes suivantes : la méthode de condensation de Guyan par élimination
[GUY 65], 1a méthode frontale [HIN 77] ou la méthode de la force unitaire [FEN
91]. Ensuite, les forces de contact sont calculées itérativement, en vérifiant les
conditions de contact. Finalement, les états de chaque paire de nceuds de contact étant
déterminés, le champ de déplacements peut étre calculé dans toute la structure, en
considérant les forces de contact comme un chargement externe.

L'avantage majeur de la méthode mixte est que, au lieu de modifier la matrice de
rigidité comme dans la méthode de pénalisation, seule la matrice de flexibilité est
modifiée a chaque itération. Comme la matrice de flexibilité a souvent une
dimension beaucoup plus petite que la matrice de rigidité, on résout un systéme
réduit, et le temps de calcul est donc largement diminué. De plus, comparée avec
d'autres méthodes : la méthode du lagrangien augmenté [JEA 88] [FRA 89]
[SAX 90] [SAX 91] {FEN 92], la méthode de pénalisation [FEN 89a] [SAX 92],
la méthode des relations linéaires [FEN 89b] et la méthode de LCP [FEN 90]
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[ALF 90], la méthode mixte satisfait exactement les conditions de contact et évite 1a
programmation mathématique plus compliquée et une procédure itérative plus
cofiteuse. Toutefois, cette méthode est moins stable que la méthode du lagrangien
augmenté quand le coefficient de frottement est trop élevé.

2. Principe de la méthode mixte

Considérons deux solides V, et V2 qui sont en contact (figure 1), soumis a des
tractions P et A des déplacements imposés U .

Figure 1. Structure en contact

Quand le contact intervient, chaque paire de nceuds de contact peut &tre dans un
des trois états : contact avec adhérence, contact avec glissement et non-contact. Dans
ces trois cas, les conditions de contact sont données dans I'annexe 1 et les équations
d'équilibre des forces de contact dans I'annexe 2. Dans le contexte des €léments finis,
I'équation d'équilibre de deux solides s'écrit directement :

K] {U} = (P} + {R} (1]
ol
1.q] : matrice de rigidité de la structure,
{U} : vecteur de déplacement de la structure,
{P} : vecteur de chargement exteme,

{R} : vecteur de réaction de contact.
Comme {U} et {R} sont inconnus, I'équation [1] ne peut pas &tre résolue
directement. Le vecteur {R} est d'abord localement déterminé par la méthode des
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forces. Ensuite, le vecteur {U} est globalement calculé par la méthode des
déplacements. Cette méthode est donc appelée "méthode mixte".
L'équation [1] peut étre réécrite sous la forme suivante:

e e

ot {U*} concerne les nceuds de contact, {U,} le reste de la structure. {R*} est le
vecteur de réaction concernant les nceuds de contact.
Par élimination de {U,}, I'équation [2] devient :

U:

[k {U)={p} + (") 3]
ol (K] = [Kee] - [Kee]" (K] [Kre] [4]
(P2} = (Pe) - [Ke" [Ke]" (P4} 5]

D'apres I'équation [3], on peut obtenir :
{U)=[F) (&} + {03) t6]

[Fc'] = [K;c]l : matrice de flexibilité, restreint aux nceuds de contact,

S

ou

L

{ U;} = [Fc] { P: } : vecteur de déplacements dus au chargement externe.

2.1. Equation des écarts entre les paires de neuds de contact

On construit les écarts entre les paires de neeuds de contact & partir des
déplacements de nceuds de contact et des écarts initiaux (Xo'} entre deux solides V et
V2 par:

(x)={ui)- () + (x5) [7)

En combinant les équations [2] et [4], on en déduit :

(x")=[Fl{R"} + {g} + (x5} 8)
ol
{U;) : vecteur des écarts dus au chargement extemne,
[F] =[E] -[Fa)  : matrice de flexibilité.
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2.2. Relation dans le repére local

Afin de satisfaire les conditions de contact et d'établir les équations d'équilibre de
contact, on doit transformer I'équation [8] dans le repere local n-t, ol n est la
direction normale 2 la surface de contact et t est 1a direction tangentielle 4 la surface
de contact. Supposant que {x) et {r} sont respectivement le vecteur des écarts et le
vecteur des forces de contact dans le repere local, on a :

{x}=[T1{X"} 9
{r} = [TI"{R") [10]

ou [T] est la matrice de rotation correspondant 2 la transformation de coordonnées
entre le repere local et le repere global.

Portons les expressions [9] et [10] dans 1'équation [8], on obtient I'équation des
€carts entre les paires de neeuds de contact dans le repere local:

{x}=H{r) +{u)} + {x0) [11]
A=[MFIIT {u)=[{E) (0} =[1]{x)

2.3. Forme incrémentale de l'équation des écarts

Dans les problémes de contact, le frottement résulte de l'interaction entre deux
corps au niveau de leurs surfaces de contact. Sous I'effet du chargement les deux
corps peuvent avoir un mouvement relatif 'un par rapport a I'autre. On sait que ce
mouvement dépend des réactions normales et tangentielles qui s'exercent sur la
surface de contact. Il apparait 2 partir d'un certain seuil. Au-dela de ce seuil se produit
le glissement, de nature irréversible. La encore, les effets de frottement dépendent de
T'histoire de chargement. Donc, une approche de type incrémentale est nécessaire afin
de suivre au plus pres 'évolution du glissement. La procédure pas-a-pas suivante est
appliquée.

On introduit le symbole “A” pour décrire les variables incrémentales. Au pas (i),
I'équation [11] devient :

(xiy=[] {1} + fui} + [x0) [12]
oil
{ri} = {ri1} + {Ani},  {upi} = {upi1 ) + {Augi} (13]
En portant [13] dans [12],0na:

{xi} = [f] {Ari} + {Aupi} + [f] {ri.1} + {upi-1} + {x0} [14]
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de plus : {xi1} = [f] {ri1} + {ugi-1 } + {x0) (15]
On obtient donc la forme incrémentale de I'équation [11}] :
{xi} = [f] {An} + {Aug} + {x;1) [16]

A la fin du pas (i-1), {xi.1} est connu. Au pas (i), I'incrément du chargement
externe {AP;} est donné, {Aup;} peut &tre calculé en résolvant le systéme linéaire :
[K] {Augi} = {AP;}.

2.4. Equation d'adhérence

Initialement, on suppose que tous les neeuds de contact sont dans I'état
d'adhérence, autrement dit que les écarts sont nuls :

{xi}=0 (17]
L'équation d'adhérence est donc :
[f] {ri} = {b} (18]

{b} =- {Aupi} - {xi1}

2.5. Modification de la matrice de flexibilité et du second membre
Dans le cas du contact d'adhérence, on résout directement 1'équation [18] sans
modifications. L'équation [18] reste toujours valable pour les nceuds dans I'état de
glissement ou de non-contact, mais dans ces deux cas, [f] et [b] doivent &tre
modifiés.
2.5.1. Contact avec glissement
La réaction normale r, étant inconnue, I'équation correspondant a ce terme n'a pas
a étre modifiée. Dans la direction tangentielle, 1a loi de Coulomb doit étre satisfaite
en chaque nceud de contact :

ni=spun [19]

ol s est 1ié 2 la direction de glissement et it est le coefficient de frottement.
En portant [13] dans [19],0on a:

Aryi - sUAri=s A -l [20]



Probl2mes de contact avec frottement 447

On remarque que la résolution du systéme [18] sous contrainte de I'égalité [20]
consiste 2 imposer une relation linéaire entre Ar; i et Ary, i,

2.5.2. Non-contact
Selon les équations d'équilibre de contact indiquées en annexe 2, on a
ni=0 et ni=0 [21]
En combinant I'équation [13] et I'équation [21], on obtient

Aryi=-Ar,l et Ani=-gi! [22]

2.6. Contact tridimensionnel

Les équations de base du probléme de contact tridimensionnel sont les mémes que
celles développées précédemment. Toutefois dans le cas tridimensionnel la plus
grande difficulté est due a la modélisation du frottement.

A deux dimensions, le glissement est dirigé soit vers la gauche, soit vers la
droite. Il est donc relativement facile de déterminer sa direction D. Mais & trois
dimensions, une des difficultés est justement de trouver la direction de glissement.
On remarque que s'il y a glissement, D est de norme unitaire et représente la
direction de glissement. On peut envisager deux méthodes.

2.6.1. Méthode de projection [BEN 90]

Pour passer a une formulation incrémentale, on remplace la vitesse de glissement
par l'accroissement du déplacement tangentiel relatif Aue, car le facteur At se
simplifie dans les relations. On choisit donc une approche quasi statique du
frottement. La direction D est déterminée par une projection en s'appuyant sur la
formule :

ot B(0 ; 1) est la boule unité de R”.

Une difficulté numérique est le choix du parametre p. Si on prend pour p une
valeur trop petite, les directions de glissement ne changent pas beaucoup d'une
itération 2 l'autre, et I'algorithme sera trés lent A converger. Inversement, si la valeur
de p est trop grande, l'algorithme risque d'avoir des oscillations et de ne plus
converger. En fait la meilleure valeur est liée aux valeurs propres de la matrice de
flexibilité.
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2.6.2. Méthode explicite

Cette méthode détermine la direction D de fagon explicite : selon les réactions
tangentielles de contact du pas précédent, on calcule la direction du vecteur de la force
de frottement par :

cos@=—T1

VruZ + 1p? [24]
sing=—T2___

V m2 + 1‘122

On impose alors que la direction de glissement soit opposée a la direction obtenue
{cos 6, sin 6).

3. Procédure itérative et algorithme
Apres la modification de [f] et {b}, {Arj} est obtenu en résolvant 1'équation [18]

et {ri} est actualis€ par 1'équation [13]. En mettant {Arj} dans I'équation [16], on
obtient {xj}.

entrée des données
calcul de [K] et {P}
imposition des conditions aux limites
triangularisation de (K]
si traitement du probléme de contact alors
calcul de [f]
pour i=1 3 imax repéter (* boucle de pas de chargement *)
calcul de {b}
repéter (* boucle d'itération de contact *)
modification de {f] et {b}
résolution du systéme [f] {Ar} = {b}
calcul de {r} et {x}
jusqu'a non-changement des états de contact
jusqu'a la fin de tous les pas de chargement
résolution du systtme [K] {U} = (P} + {R}
simon
résolution du systtme [K] {U} = {P}
post-traitement

Tableau 1. Algorithme
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Si {xi} et {r;} ne satisfont pas les conditions de contact (annexe 1), [f] et {b} sont
modifiés de nouveau. Cette procédure itérative est appliquée jusqu'au moment ol les
conditions de contact sont satisfaites pour tous les nceuds de contact. Ensuite, on
passe au pas suivant.

Des que l'on a appliqué tous les pas de chargement, on obtient les forces de
contact {R}. En les reportant dans I'équation [1], on peut obtenir le champ de
déplacements pour toute la structure,

Dans ce paragraphe nous donnons la séquence de calcul & exécuter (tableau 1)
pour traiter un probléme de contact avec frottement entre deux solides €lastiques
linéaires ou entre un solide élastique linéaire et une fondation rigide. Dans le cas o
les solides ont des comportements non linéaires, il suffit d'imbriquer ce schéma dans
une itération d'équilibre. Dans ce cas, la matrice de flexibilité est obtenue a partir de
la matrice de rigidité tangente, et les réactions de contact obtenues sont ajoutées dans
le vecteur de résidus.

4. Exemples numériques
4.1. Contact entre un bloc élastique et un plan rigide

Le premier probléme traité est trés simple. Le but est de valider par comparaisons
les méthodes proposées. On considere le contact avec frottement entre un bloc

-

1 2 3 4 5 ;;;;;;;

Figure 2. Géométrie, conditions aux limites et maillage
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élastique et un plan rigide. Le bloc a une dimension de 2x2 mm. La géométrie, les
conditions aux limites et le maillage (73 nceuds et 16 éléments quadrilatéraux a
8 nceuds) sont montrés sur la figure 2.

Les caractéristiques du probléme sont :

— état plan de contrainte

— module de Young 10 000 N/cm?
— coefficient de Poisson 0.3

- coefficient de frottement 0,1

Le tableau 2 présente les résultats (réactions de contact, glissements, nombre
d'itérations et le temps CPU (s) sur VAX 8600) pour les points 1, 2, 3, 4 et 5.

Méthode [Point Ra Rt Xt Itération | CPU
1 2,6157 0,2616 0,1370E-4
2 11,244 1,1244 0,1312E-4
[JEA 88] 3 59586 0,5959 0,1155E-4 79 2,1
4 13,593 1,3593 0,4253E-5
5 7,7897 0,0 0,0
1 2,6155 0,2616 0,1370E-4
2 11,249 1,1249 0,1312E-4
[SAX 91} 3 5.9613 0,5961 0,1156E-4 40 1,1
4 13,597 1,3600 0,4259E-5
5 7,7985 0,0 0,0
1 2,6089 0,2609 0,1358E-4
2 11,293 1,1293 0,1307E4
Mixte 3 5,8557 0,5956 0,1149E-4 6 0,3
4 13,748 1,3748 0,4194E-5
5 7.6421 0,0 0,0

Tableau 2. Comparaison de résultats

On remarque une trés bonne cohérence entre les résultats obtenus par les trois
méthodes, ce qui nous montre que les méthodes que 1'on a développé sont bien
valables. La méthode mixte est plus rapide parce que son critére de convergence est
basé sur les statuts de contact et non sur les réactions de contact. Ce type de criteére
pose quelquefois des problémes d'instabilité.

4.2, Contact entre deux solides déformables

On considere le contact avec frottement entre un poingon V1 carré de c6té égal a
10 mm et une pitce rectangulaire V2 de 20 mm de large et 24 mm de haut. On
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impose un déplacement vertical constant (-0,5 mm) sur la face supérieure du
poingon, les deux pieces étant initialement en contact. A cause de la symétrie, on ne
considere que la moitié de la structure. L'influence du coefficient de froftement a été
étudiée dans cet exemple.

Les caractéristiques du probléme sont :

— état plan de contrainte

—module de Young 10 000 N/cm2
— coefficient de Poisson 0,3

- coefficient de frottement 0,1 0u0,2

T, = -0,5 mm

wr |

LTTTIIITTIIITITTTIIIITII PV IIIP?
@ ®

Figure 3. Géométrie, conditions aux limites et maillage

La géométrie, les conditions aux limites sont représentées dans la figure 3(a) et le
maillage (1062 nceuds et 320 éléments quadrilatéraux 2 8 nceuds et 9 points
d'intégration) est montré sur la figure 3(b). Ce probleme est traité par la méthode
mixte et la méthode MSI (Matériau standard implicite [SAX 91]). Le tableau 3
montre le temps CPU (s) sur Micro-VAX II et sur VAX 8600,
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Micro-VAX 1| VAX 8600
Méthode mixte 597 126
Méthode MSI 1922 436

Tableau 3. Comparaison du temps CPU

Le maillage déformé (facteur multiplicatif des déplacements égal 2 4) est montré
sur la figure 4. Les isovaleurs de la contrainte de cisaillement Txy sont montrées sur
la figure 5. Sur la figure 6, 1a distribution de la pression de contact comporte une
singularité a I'extrémité droite correspondant a I'angle rentrant de 90° formé par le
poingon et la piece en contact. La présence de cette singularité peut 8tre démontrée
par la théorie de I'élasticité ; 1a singularité est d'un type similaire & celle rencontrée &
la pointe d'une fissure. Sur la figure 7, on observe une discontinuité de la pente de la
distribution de force tangentielle de contact, correspondant 2 la frontiére entre la zone
d'adhérence et celle de glissement.

Figure 4. Maillage déformé
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1 -21,48
2 -17,33
3 -8,343
4 -3,500
5 0,000
6 8,222
7 25,40
8 36,94
9 48,40
10 59,94
11 71,43
12 82,84

Figure 5. Distribution de la contrainte de cisaillement Txy

Force normale de contact

Figure 6. Distribution de la force normale de contact
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Figure 7. Distribution de la force tangentielle de contact

4.3. Contact 3D entre une plaque épaisse et un poingon

Une plaque épaisse carrée et simplement appuyée sur la face inférieure vient en
contact en son centre avec un poingon parallélépipédique. Les deux solides sont
déformables. La géométrie est montrée sur la figure 8. On impose un déplacement
vertical constant (-0,2 mm) sur la face supérieure du poingon, les deux pi&ces étant
initialement en contact. A cause de la symétrie, on ne considere que le quart de la
structure. Les caractéristiques du probléme sont :

- probléme 3D
- module de Young 10 000 N/cm?2
— coefficient de Poisson 0,3

— coefficient de frottement 0,1

4 mn

b

16 mm

16 mm

Figure 8. Géométrie de la structure en contact 3D
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Le maillage (449 neeuds et 256 éléments hexaédriques & 8 neeuds et 8 points
d'intégration) est montré sur la figure 9. Le maillage déformé (déplacements
multipliés par 6) est montré sur la figure 10, et les isovaleurs de la contrainte de
Von-Mises Omis sont montrés sur la figure 11. Le temps CPU sur VAX 8600 est de
748 secondes pour la résolution de ce probléme. On remarque une concentration de
contraintes et un glissement relatif maximal au coin inférieur du poingon. Les
isovaleurs de réactions normales sont montrées sur la figure 12. On remarque une
concentration de réactions aux bords et surtout au coin de la surface de contact.

Figure 10. Déformées du maillage
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Figure 11. Distribution de la contrainte de Von-Mises
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Figure 12, Distribution de réactions normales de contact

5. Conclusions

Une méthode mixte de résolution du probleéme de contact et de frottement a été
développée. C'est une méthode itérative, qui consiste a résoudre 1'équation d'équilibre
restreinte aux variables locales accompagnée des relations de contact et de frottement.
Les probleémes difficiles comme ceux du contact 3D ont également été traités dans
cet article. Cette méthode est trés efficace pour traiter les problémes de contact et de
frottement entre deux solides car le systéme est réduit aux seules variables locales,
probleme dont le nombre de degrés de liberté est largement inférieur au nombre total
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de degrés de liberté. Les résultats obtenus sont satisfaisants. Mais il faut dire que
cette méthode est moins performante pour certains applications comme celle de
I’emboutissage ol le nombre de variables locales est trés important.
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Conditions de contact
avant itération | Qrés itération Critéres
non-contact AXp - Ug2 + Uy > 0
non-contact _adhérence _Axp-up+un <0
adhérence Int £0; Iral < Il
lissement & droite 1 £0; ni>0; g >H gl
adhérence | _glissement & gauche Tn £0; 90 -ry 2 Il
non-contact In1 >0
non-contact Ih >0
glissement adhérence I <0;  Ary e Ax, >0
| glissementa droite | r1 €0; 1m>0; AryeAxa<0
lissement & gauche | 1y < 0" <0 An)*Ax, <0

Annexe 1. Conditions de contact

I Conditions de contact I Eﬂuations I

non-contact Tpl =M= =lhe=0
adhérence It +Tn2=0; ry+re=0
_glissement 2 droite L +T=0; tu+re=0; my+pr; =0
| glissement A gauche L +1p=0 ry+rp=0; ry-pury=0

Annexe 2. Equations consistantes de contact





