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RESUME. Cet article est consacré & une présentation succinte des méthodes de Galerkin
généralisées adaptées a la résolution par éléments finis de problémes de iransport par
convection. La premiére partie traite le cas de problémes stationnaires de transport par
convection et diffusion. L'accent est mis sur lutilisation de méthodes du type Petrov-Galerkin
pour reproduire dans le cadre de la méthode des éléments finis l'effet upwind utilisé
antérieurement avec succeés en différences finies. La deuxiéme partie est consacrée au cas de
problémes transitoires de convection pure et, de maniére plus générale, aux problémes
gouvernés par des équations hyperboliques du premier ordre. On examine successivement la
mise en ceuvre de méthodes faisant explicitement usage des courbes caractéristiques, de
techniques du type Petrov-Gelerkin, de méthodes de Taylor-Galerkin, pour conclure par une
présentation de méthodes de moindres carrés.

ABSTRACT. This paper presents a brief overview of generalized Galerkin methods for the finite
element solution of transport problems governed by convection and diffusion. The first part is
concerned with steady problems. The emphasis is placed upon the use of Petrov-Galerkin
methods to reproduce in the finite element context the upwind effect previously used with
success in finite differences. The second part deals with transient problems describing pure
convection and, more generally, with situations governed by first-order hyperbolic equations.
The methods discussed include techniques making an explicit use of the characteristic curves,
Petrov-Galerkin and Taylor-Galerkin methods, as well as least-squares methods.
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1 Introduction

Introduite vers la fin des années 1950, la méthode des éléments finis s’est
désormais imposée comme une des méthodes numeériques les plus puissantes
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congues & ce jour. Parmi les caractéristiques de base de la méthode qui ont
conduit & sa popularité actuelle, on mentionnera la facilité de modéliser des
géomeétries de forme complexe, le traitement naturel des conditions aux limites
de type différentiel, ainsi que la possibilité d’étre programmeée sous la forme de
logiciels adaptables au traitement d’une vaste gamme de probiémes.

La formulation classique de la méthode des éléments finis repose sur la
méthode des résidus pondérés de Galerkin. Celle-ci consiste & choisir comme
fonctions de pondération les fonctions de forme retenues pour la description du
champ local de la variable inconnue du probléme. La formulation de Galerkin
s’est révélée extrémement efficace en application aux problémes de mécanique
des structures et dans d’autres situations, telle que le transfert conductif de
la chaleur, gouvernées par des équations du type diffusion. La raison de ce
succés est qu’en application & des problemes gouvernés par des équations aux
dérivées partielles elliptiques ou paraboliques, la méthode des éléments finis de
Galerkin conduit a des matrices de rigidité symétriques. Or dans ce cas on peut
démontrer mathématiquement que la solution numérique posséde la propriété
de meilleure approximation. Ceci signifie que la différence entre la solution
obtenue par la méthode des éléments finis et la solution exacte est minimisée
par rapport i une certaine norme (voir par exemple Strang et Fix [STF 73]).

Ce succes de la méthode de Galerkin a suscité, au début des années 1970,
une forte impulsion en vue de son utilisation dans la simulation numérique
de problémes de la mécanique des fluides. On pouvait, en effet, penser que
les avantages de la méthode des éléments finis qui s’étaient manifestés dans
la résolution de problémes de structures et de transport par diffusion seraient
directement exploitables pour la modélisation des problémes d’écoulement de
fluides. En fait, ceci se révéla une vue trop optimiste, particuliéerement en ce qui
concerne la simulation des phénoménes de transport dominés par la convection.

Une difficulté importante apparut en raison de la présence de termes con-
vectifs dans la formulation mathématique des lois de conservation de la masse,
de la quantité de mouvement et de 1’énergie lorsqu’on fait appel, comme c’est
pratiquement toujours le cas en mécanique des fluides, 4 une description ciné-
matique autre que la description Lagrangienne. Les opérateurs de convection
sont, en effet, non symétriques, si bien que la propriété de meilleure approxi-
mation de la méthode de Galerkin, base de son succés dans les cas symétriques,
est perdue lorsque la convection domine le processus de transport.

En pratique, les solutions numériques délivrées par la méthode de Galer-
kin pour des problémes & convection dominante sont fréquemment polluées
par des oscillations non-physiques que l’on ne peut supprimer qu’en affinant
considérablement le maillage, ou, dans le cas transitoire, en réduisant fortement
le pas de temps. Ceci compromet, bien entendu, I'utilité méme de la méthode
de Galerkin et a motivé le développement de méthodes alternatives excluant la
présence d’oscillations non-physiques indépendamment de tout raffinement du
maillage ou du pas de temps.

Nous débuterons par un exposé des méthodes de Galerkin généralisées
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développées pour le traitement de problémes stationnaires de convection—dif-
fusion (voir également la revue présentée en [DON 91]).

2 Probléemes stationnaires

2.1 Inconvénients des méthodes standards

Un probléme simple sera utilisé pour illustrer la nécessité d’une généralisation
de la méthode de Galerkin standard pour pouvoir traiter correctement les
problémes dominés par la convection. Considérons 1’équation de convection-
diffusion monodimensionnelle

—aug + kg, =0 (1)

ou la vitesse d’écoulement a et le coefficient de diffusion k sont tous deux sup-
posés positifs. Pour un maillage uniforme d’éléments linéaires et en numérotant
les noeuds consécutivement, ’approximation de Galerkin relative & ’Eq.(1)
fournit ’équation discréte suivante pour tout noeud intérieur I:

(1 =y)urer —2ur + (1 +y)ur-1 =0 (2)
ol A
a
T=% (3)

est le nombre de Péclet de maille et A indique la longueur d’un élément.
L’équation (2) indique clairement que la méthode des éléments finis de Galerkin
engendre des approximations discrétes des opérateurs différentiels qui sont
du type différences centrées. Comme toute équation discréte, I’équation (2)
posséde une erreur de troncature. Pour analyser cette erreur, nous développons
I’équation (2) en série de Taylor autour de uj et utilisons ’équation différentielle
originale (1) pour remplacer les dérivées d’ordre supérieur en termes de u,.
Ce développement indique que I’équation discréte (2) est équivalente a

(—augy + kugg)r + % (% (cosh 2y — 1) — sinh 27) (uzz)r =0 (4)
si bien que le second terme de I’équation (4) représente exactement ’erreur de
troncature de I’équation discréte (2). Cette erreur se présente sous la forme
d’un opérateur de diffusion et on montre aisément que la fonction dans I’Eq.(4)
faisant intervenir le nombre de Péclet 4 est systématiquement négative quelle
que soit la valeur de 7. En conséquence, il apparait que 1’équation discrete
(2) résultant de approximation de 1'équation (1) résout en fait une équation
modifiée & diffusion réduite que 'on peut écrire sous la forme:

—aug + (k—k)uzz =0 (5)

ol k est la diffusion physique et k une diffusion artificielle d’origine purement
numeérique. La dissipation numérique négative inhérente a I’approximation de
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I'équation (1) par la méthode de Galerkin (et par différences centrées) est la
cause des difficultés numériques (oscillations) rencontrées dans la résolution de
problémes dominés par la convection. Lorsque le nombre de Péclet de maille
est supérieur a l'unité, la diffusion artificielle k est plus grande que la diffusion
physique k, ce qui, bien entendu, rend la solution dépourvue de sens.

Pour se convaincre de ’apparition d’oscillations lorsque le nombre de Péclet
est supérieur a l'unité, on récrira I’équation (2) sous la forme:

(L =7)(ure1 —ur) = (1 4+ y)ur — ur-y)

qui montre bien que les pentes de la solution & gauche et a droite du noeud I
sont effectivement de signe opposé lorsque v est > 1.

Puisque ’approximation de Galerkin (et celle des différences centrées) rel-
ative a I’équation (1) introduit une diffusion artificielle négative, un remeéde
Jjustifié pour améliorer la solution numérique consiste 4 ajouter de la diffusion
de maniére & contrebalancer la diffusion numérique négative.

2.2 Différences amont ou upwind

Dans le cadre de la méthode des différences finies, on peut introduire de la
diffusion numeérique en remplagant ’approximation discréte centrée du terme
convectif de I’équation (1) par une approximation décentrée, ou dérivée amont,
qui s’écrit:
a(us)r =+ (ur = ur-1) ()
Toutefois, dans la plupart des cas, la discrétisation amont du terme convec-
tif donnée par ’équation (6) conduit & des solutions numériques exagérément
dissipatives, ce qui a donné lieu 3 de nombreuses critiques de cette technique.
Etant donné que la méthode des différences centrées introduit une dissipa-
tion négative, tandis que la méthode des différences amont produit une diffu-
sion numeérique excessive, on cong¢oit qu’une combinaison linéaire de différences
centrées et amont représente une solution optimale. En fait, pour le cas simple
de ’équation (1), il est possible de formuler une technique amont optimale con-
duisant a la solution exacte aux noeuds du maillage quelle que soit la valeur du
nombre de Péclet. Cette méthode optimale peut également étre construite en
ajoutant a la méthode des différences centrées une diffusion artificielle donnée

par - -
k = (ah/2) (7)

§ = coth(y) - 1/y (8)
Toutefois, des probléemes de précision subsistent dans des cas plus compliqués,
tels que les situations multidimensionnelles, ou encore en présence de termes
source ou de champs de vitesse variables dans ’espace. On consultera les
références [SHY 85] et [CHR 85] pour une discussion de ces problémes et une
présentation de méthodes aptes a les surmonter.
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2.3 Eléments Finis de type Upwind

Diverses techniques ont été proposées pour réaliser dans le cadre de la méthode
des éléments finis Ueffet produit en différences finies par le décentrage de la
dérivée premiére. Une caractéristique commune & toutes ces techniques est
I’abandon de la formulation de Galerkin standard et le recours & une méthode
du type Petrov-Galerkin ou la fonction de pondération est choisie dans une
classe de fonctions différente de celle utilisée pour représenter la solution ap-
prochée du probiéme.

2.3.1 Premiéres Méthodes

Les premiéres méthodes d’éléments finis basées sur une formulation du type
Petrov-Galerkin ont été présentées par les équipes de recherche de Dundee
et Swansea (voir, par exemple, Christie et al. [CGM 76], Heinrich et al.
[HHZ 77], Heinrich et Zienkiewicz [HZI 79] et Griffiths et Mitchell [GRM 79]).
Ces méthodes reposent sur le choix de fonctions de pondération aptes & ac-
centuer le poids de ’élément en amont d’un noeud par rapport a I’élément en
aval. Quoique capables de reproduire la solution exacte de ’équation linéaire
de convection-diffusion (1), ces premiéres méthodes d’éléments finis présentent
les mémes inconvénients que les premiéres méthodes de différences finies du
type amont dans la résolutions de problémes plus compliqués. En outre, la
formulation requiert le choix de fonctions de pondération d’ordre polynomial
élevé, ce qui complique sa mise en oeuvre par rapport a la méthode de Galerkin
classique.

2.3.2 Méthode SUPG

Un progres important pour le traitement par éléments finis des problémes sta-
tionnaires de convection-diffusion a été réalisé avec l'introduction par Hughes
et Brooks [HBR 79, BRH 80, BRH 82] de la méthode dite SUPG (Streamline
Upwind Petrov-Galerkin). L’idée de base de cette méthode est de modifier la
fonction de pondération de la méthode standard de Galerkin en y ajoutant un
terme de perturbation de type amont agissant uniquement dans la direction de
I’écoulement et non transversalement. La fonction de pondération ainsi mod-
ifiée est appliquée a tous les termes de I’équation, y compris le terme source
éventuel, donnant ainsi lieu 4 une méthode de résidus pondérés consistante.

La méthode SUPG posséde les qualités de robustesse des techniques de
différences finies de type amont, en ce sens qu’elle prévient 'apparition d’oscil-
lations parasites. En outre, étant basée sur une technique de résidus pondérés
consistante, la méthode SUPG n’est pas sujette aux critiques de diffusion ar-
tificielle manifestées i 1’égard des premiéres méthodes d’éléments finis du type
amont.

Pour le probléme de convection-diffusion décrit par I’équation (1) avec des
conditions aux limites de Dirichlet en £ = 0 et z = L, Hughes et Brooks
[HBR 79] remplacent la forme faible classique
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L
/(; (wauz + wekugy) dz =0 (9

ol w désigne la fonction de pondération, par la forme faible suivante:

/OL (wau, + wz(k + l::)u,) dr=0 (10)

ou )
k = Bah/2 (11)

représente une diffusion ajoutée dont 'importance est réglée par le parametre
libre 3, (0 < 8 < 1). La valeur # = 1 correspond & un décentrage complet du
terme convectif comme dans la relation (6).

En vertu de la définition (11) de la diffusion ajoutée, on constate que la
forme faible (10) peut étre récrite sous la forme:

o h
/ [(w + ﬂ5w1> augz + w,,.lcu,_.] dz =0 (12)
0

L’équation (12) indique que la méthode de la diffusion ajoutée peut étre con-
sidérée comme une méthode de Petrov-Galerkin dans laquelle une fonction de
pondération modifiée donnée par

h
u';=w+ﬂ§w, (13)

est appliquée au terme convectif. On notera que cette fonction modifiée est
discontinue & la frontiére entre les éléments.

Hughes et ses collaborateurs ont ensuite généralisé la méthode SUPG décrite
ci-dessus pour traiter le cas d’équations comportant un terme source et pouvoir
aborder les problémes multidimensionnels (voir Brooks et Hughes [BRH 82] et
Hughes et Mallet [HMA 86] pour un exposé complet). Ils ont tout d’abord fait
remarquer que lorsque ’équation de convection-diffusion comporte un terme
source, ce dernier doit étre discrétisé, comme le terme convectif, en utilisant
la fonction de pondération modifiée donnée par la relation (13). Ensuite, pour
étendre la méthode de la diffusion ajoutée au traitement des probléemes mul-
tidimensionnels, Hughes et Brooks ont proposé de construire l’opérateur de
diffusion ajoutée sous forme tensorielle, de maniére qu’il agisse uniquement
dans la direction de ’écoulement et non transversalement. Pour ce faire, la
diffusion artificielle scalaire de I’équation (11) est remplacée par la diffusion
tensorielle . _

kij = kaiaj /|| a |® (14)
ou k est une diffusion artificielle scalaire et a; indique la composante de la
vitesse selon la direction z;. On vérifiera aisément que ’équation (14) représente
une diffusion agissant uniquement dans la direction de 1’écoulement et non
transversalement. La méthode SUPG a été appliquée avec succés par Hughes
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et ses collaborateurs pour la résolution de problémes 2D et 3D de convection-
diffusion, ainsi que pour la solution des équations de Navier-Stokes en régime
incompressible (cf. Hughes et Brooks [BRH 82]). La méthode SUPG peut étre
considérée comme une méthode de Petrov-Galerkin dans laquelle des fonctions
de pondération modifiées données par

. k
w—w+<W>a Vw (15)
sont appliquée de maniére consistante au terme convectif et au terme source de
P’équation. La méthode SUPG a également été appliquée avec succes au cas de
problémes transitoires. Dans ce cas, la fonction (15) est également appliquée
pour la pondération du terme de dérivée temporelle.

La seule faiblesse de la méthode SUPG réside dans la présence d’un para-
métre libre gouvernant I’amplitude de la diffusion ajoutée. Mis & part le cas de
I’équation linéaire de convection—diffusion, il n’existe, en effet, pas de recette
universelle permettant de fixer la valeur de ce parametre.

2.3.3 Méthode Galerkin—Moindres Carrés

Plus récemment, Hughes et ses collaborateurs [HFH 89] ont introduit la mé-
thode Galerkin—Moindres Carrés (GMC) en tant que technique alternative a la
méthode SUPG pour accroitre la stabilité de la méthode de Galerkin pour la
résolution de problémes de convection—diffusion.

La méthode GMC consiste & ajouter & la forme intégrale résultant de la
méthode de Galerkin standard des termes liés a4 la minimisation de la fonc-
tionnelle quadratique associée a ’équation de convection—diffusion considérée.
On peut démontrer que ces termes additionnels renforcent la stabilité de la
méthode standard de Galerkin sans en dégrader la précision. La méthode GMC
représente en fait une simplification conceptuelle de la méthode SUPG et est
applicable a une gamme de problémes plus étendue. On consultera, par exem-
ple, la référence [HUG 89] pour une description de I’application de la méthode
GMC en mécanique du solide.

3 Problémes transitoires

Nous passerons & présent en revue quelques méthodes par éléments finis adapté-
es aux problémes transitoires de transport convectif. Nous examinerons succes-

sivement la mise en oeuvre de méthodes faisant explicitement usage des courbes
caractéristiques, de techniques du type Petrov-Galerkin et Taylor-Galerkin,

pour conclure par une présentation de méthodes basées sur des techniques de
moindres carrés.

3.1 Role des caractéristiques

Pour illustrer dans un contexte simple le réle des courbes caractéristiques dans
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la solution des problémes transitoires de convection pure, considérons |’équation
linéaire de convection transitoire & une dimension

uy +auy =0 (16)

et supposons que la distribution initiale de la quantité scalaire u soit donnée
par
u(z,0) = g(z) (17

Dans ces conditions, la solution exacte de ’Eq.(16) est donnée par
u(z,t) = g(z — at) (18)

ce qui signifie qu’au cours du temps la distribution initiale g(z) de la quantité
u subit une translation simple le long de I’axe = avec une vitesse constante a.

Le résultat (18) peut se vérifier en reformulant I’Eq. (16) & l'aide de nou-
velles variables X, ¢, ou la coordonnée X se déplace par rapport & = 4 la vitesse
a, soit:

X=z-—at (19)

On obtient ainsi
u = u(X(z,t),1) (20)

st bien que dans les nouvelles coordonnées (19), 'Eq.(16) s’écrit
up + (Xe +eX)ux =0 (21)
ou encore, compte-tenu de la relation (19) :
u(X,t) =0 (22)

Ce résultat confirme que la solution exacte de I'Eq.(16) est bien donnée par
’expression (18).

Les droites d’équation X = const., qui dans le cas présent coincident avec
les trajectoires des particules, sont appelées caractéristiques. Comme le montre
I’Eq.(22), la quantité transportée u est constante le long des caractéristiques et
cette propriété est largement utilisée dans la construction d’algorithmes pour
la résolution numeérique des équations hyperboliques dont ’Eq.(16) est le pro-
totype le plus simple.

Apreés ces considérations simples, nous aborderons une étude plus détaiilée
des propriétés mathématiques de ’équation transitoire de convection. Dans
ce but, considérons encore le cas d’une quantité scalaire u transportée par
un champ de vitesse multidimensionnel a(x, t) en présence d’un terme source
prescrit s(x, t). Dans ce contexte multidimensionnel, ’équation linéaire de
convection s’écrit

w+a-Vu=s (23)

et la condition aux limites la plus fréquemment assogiée & I'Eq. (23) est de la
forme
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u(xy t)h‘in = UI‘(xI‘, t)v Xp € Tin (24)

ou I, désigne la frontiére 4 flux entrant, c.a.d. la portion de la frontiére T'
du domaine 2 considéré sur laquelle n - a(xp, t) < 0, n désignant le vecteur
unitaire extérieur normal a I', tandis que ur(xr, t) est une fonction donnée
définie sur [y, pour ¢t > 0. Strictement parlant, I';, dépend en général du
temps, c.a.d., iy = Tin(t), mais cette dépendance n’est pas indiquée ici pour
simplifier la notation. Pour compléter la définition du probleéme de convection,
une condition initiale est prescrite sous la forme

u(x, Q) = u%(x) (25)

ol u%(x) est la distribution initiale de I'inconnue u sur le domaine Q.

La solution analytique du probléme linéaire (23-25) en un point donné x € Q
peut ici encore étre déterminée a I’aide du concept de caractéristiques. La Fig.
1 illustre le cas bidimensionnel: Pour tout point spatio-temporel (x, t), on
détermine la caractéristique X(7) passant par (x,t) en résolvant ’équation
différentielle (vectorielle) ordinaire

dX
5, —aX(r), ), <t (26)
sujette a la condition finale
X(t) = x (27)

Une notation plus précise pour X(7) consisterait & écrire X(x, t; 7). 1l
convient de noter que I’Eq. (26) est non linéaire, sauf lorsque le champ de vitesse

Figure 1: Représentation schématique des courbes caractéristiques pour
I’équation linéaire de convection transitoire en présence d’un champ de vitesse
variable en fonction du temps.
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posséde une dépendance spatiale particuliére de la forme a(x, t) = a(¢)+8(t) x,
ou af(t) et A(t) sont des fonctions arbitraires. Excluant une telle situation,
on peut affirmer que la présence de la non-linéarité est le prix & payer pour
la réduction du probléme aux dérivées partielles en un probleme différentiel
ordinaire.

L’intégration de ’Eq. (26) procéde de 7 = t en arriére, jusqu’a ce que la
caractéristique soit intersecte la frontiere I[';;, ou atteigne le temps initial t = 0
(cf. [PIR 88]).

i) L’intersection de la caractéristique avec I’y se produira & un instant qui
dépend de la caractéristique considérée et que nous noterons m(x, t), tel que
X(x, t; m(x, t)) € T'in. Si ce point est dénoté par Xr(x, t), on aura

Xp(x, t) = X(x, t; (x, 1)) (28)

ou encore, omettant I'indication explicite de la dépendance par rapport 4 (x, t)
pour simplifier I'écriture:
Xr =X(m) (29)

Dans le cas présent, la solution en (x, t) dépend par conséquent de la valeur
prescrite au point Xr de la frontiére. Pour déterminer u(x, t), I’équation de
départ est récrite sous la forme caractéristique. Dénotant la valeur de I’inconnue
le long de la caractéristique X(7) par U(7) = u(X(7), 7), 'Eq. (23) se réduit
le long de X(7) a I’équation différentielle ordinaire suivante

w _
dr ~

S(r) (30)

dans laquelle S(7) = s(X(7),7). L’Eq. (30) doit étre intégrée jusqu'a 7 =t
avec la condition initiale en 7 =

U(T['*) = UI‘(XF, Tp) (31)

On vérifie immédiatement que la solution s’écrit
t
u(x, t) = U(t) = up(Xr, ) + / S(r)dr (32)
™

ii) Par ailleurs, lorsque la caractéristique atteint le plan ¢t = 0, on a X(0) €
Q. Dans ce cas, la solution u(x, t) est déterminée univoquement en intégrant
I’équation caractéristique (30) avec la condition initiale U(0) = u%(X(0)) pro-
venant de la condition initiale originale (25), ce qui donne

u(x, t) = U(t) = u®(X(0)) + /0 S(r)dr (33)
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3.2 Méthodes Semi-Lagrangiennes et Caractéristiques

Nous décrirons a présent deux méthodes par éléments finis pour résoudre
I’équation linéaire (23) en présence d’un champ d’advection a(x, t) dépendant
des variables spatiales et du temps. Si ce champ était connu & ’avance pour
tout le domaine temporel considéré [0, t], la solution du probléme pourrait
étre déterminée comme suit. Pour une triangulation donnée du domaine €,
on pourrait construire les courbes caractéristiques passant par tous les noeuds
du maillage en les approximant par des lignes continues constituées par des
segments de droites. Les valeurs nodales de I'inconnue u au temps t seraient
alors obtenues en évaluant les intégrales figurant dans les équations (32) et (33)
par quadrature numérique. Une description détaillée d’une méthode de ce type
est donnée par Pironneau [PIR 82]. En pratique, le champ a(x, t) dépend de
la solution elle-méme et il est, dés lors, nécessaire d’avancer la solution par
incréments successifs d’un instant t* a 'instant suivant t"t! = t" + At, ou At
désigne un pas de temps approprié.

3.2.1 Méthode semi-lagrangienne

La premiére méthode par éléments finis basée sur la notion de caractéristique
que nous décrirons ici est la méthode semi-lagrangienne [ROB 81, ROB 82,
PUS 84, STP 85).

Soit x un point du maillage et u™(x) la solution approchée de I’Eq. (23) cal-
culée a I'instant t*. La solution u™*!(x) relative a l'instant successif t"*! sera
obtenue en approximant ’équation (26) définissant la courbe caractéristique
pendant l'intervalle [t", t"+1] avec une précision du second ordre, en utilisant
des différences centrées sur 1’espace et le temps, ce qui donne

AX(x) = a(x - 1AX, t"+%) At (34)

Cette équation non linéaire pour le vecteur déplacement AX peut étre résolue
par itérations & I’aide de la relation

AXg(x) = a(x - $AX ), t"+4) At (35)

et en faisant usage d’une formule d’interpolation pour évaluer a entre les noeuds
du maillage. On approximera ensuite 'équation caractéristique (30) avec une
précision du second ordre par rapport au temps en utilisant la relation

u+1(x) — u™(x - AX)
At

Iei s"(x) = s(x, t"), etc., et les quantités u™(x — AX) et s"(x — AX) sont
évaluées & partir de u™(x) et s"(x) & l'aide d’interpolations. Dans la pratique,
des splines bi-cubiques ont été utilisées pour les deux interpolations ci-dessus
dans le cadre de calculs en deux et trois dimensions. La valeur de AX(x) &
intervalle de temps précédent a été utilisée comme premiére approximation

S1 [+ x-AX)] (3
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pour résoudre le systéme non linéaire (34) en chaque noeud [PUS 84, TSS 89,
STC 90]. La convergence de la procédure itérative (35) est assurée pour autant
que a(x, t"*+1/2) et ses dérivées partielles premiéres soient continues, que le pas
de temps At soit suffisamment petit, et que la premiére approximation soit
relativement proche de la solution recherchée.

Le schéma ci-dessus est inconditionnellement stable et sa phase ne dépend
que de la partie fractionnaire du nombre de Courant. Les propriétés numériques
et les performances de la méthode semi-lagrangienne ont été étudiées en détail
et discutées de maniére extensive par Pudykiewicz et Staniforth [PUS 84] dans
le cas général de I’équation de convection - diffusion a une et deux dimensions.
En raison de sa précision et de son efficacité, la méthode semi-lagrangienne est
des plus intéressantes pour les prévisions météorologiques et la simulation de
problémes d’écoulement liés a la protection de I’environnement. On consultera
les références [TSS 89, STC 90] pour la description d’applications pratiques
utilisant des maillages cartésiens non uniformes.

3.2.2 Meéthodes des caractéristiques

La notion de caractéristiques peut également étre exploitée en liaison plus
étroite avec la structure d’une formulation variationnelle faible, comme c’est
le cas pour la méthode caractéristique par éléments finis proposée par Benqué
et al. [BER 81, BIK 82]. Dans cette méthode, I’équation de convection u; +
a-Vu = s est tout d’abord écrite sous forme faible en la multipliant par une
fonction de pondération appropriée v(x, t) et en intégrant ensuite sur le do-
maine spatio-temporel Q x [t*, "+1], ce qui donne

/ /[u, +a-VulvdQdt = /t

Aprés intégration par parties, & la fois sur I’espace et sur le temps, et dans
I’hypothése ot V - a =0, ’Eq. (37) prend la forme

-,

‘n+1 t"+l

/ svdQdt 37)
Q

tn+l

/u[v,+a Vv]det+/[ ntlyntl _ ymy™]dQ

t"+l
/ /n auvdldt = /

On choisit alors les fonctions de pondération v(x, t) de maniére a satisfaire
P’équation de convection homogene

‘n+l

/ svdQdt (38)
[¢]

vu+a-Vv=0 (39)
complétée par la condition ‘finale’
u(x, t"*1) = w(x) (40)

ol w(x) sont les fonctions de pondération purement spatiales associées a I’espace
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choisi pour 'approximation par éléments finis sur le domaine Q. La solution
de I’Eq. (39) au sens de cette approximation est déterminée en introduisant les
courbes caractéristiques définies par les Eqs. (26)-(27) adaptées a la présente
situation, soit,

dX _

dr
Sous la forme caractéristique, I’équation (39) s’écrit dV/dr = 0, avec t" <
r < t"*1 et la solution satisfaisant la condition finale (40) est simplement
V(r) = const = w(x). Il s’en suit que, pour chaque point nodal x, on a
v(X(t"), t7) = V(t*) = V(t"*!) = w(x). On admet ensuite que la transforma-
tion x — X(t") définit une transformation isoparamétrique T des éléments finis
du niveau temporel t"*! A t?, soit X(t") = T'x, et on introduit des fonctions
de pondération transformées en t" & Vaide de la définition w,(Tx) = w(x).
L’équation variationnelle (38) est ainsi transformée en

/ tHywdQ = /u wy, dQ2
n+l
/ /n auvdI‘dt+/
tn

L’équation (42) est un systéme linéaire dont la matrice est symétrique et
définie positive (matrice de masse consistante). La difficulté technique de cette
méthode réside dans le calcul du membre de droite de ’6quation (42), en par-
ticulier celui du terme comprenant les fonctions transformées w,.

Dans le cadre des méthodes faisant usage des caractéristiques , il con-
vient également de mentionner la méthode Caractéristique-Galerkin introduite
par Morton [MOR 85] et [MOR 87]. Celle-ci fait appel & une fonction de
pondération modifiée

(X(r), 1), X(™*)=x (41)

l”+l

/ svdQ dt (42)
n

I 1 X+a(u™(X))at
= e U w(a) ld| ()

qui représente une moyenne de la fonction de pondération originale sur le
segment correspondant a la projection de la caractéristique sur le domaine
spatial. La Fig. 2 montre en représentation polaire I’erreur de phase rela-

o)

-]
a
Q
Q
a
[-]

Relative Phase Error Amplification Factor

Figure 2: Propriétés numériques des méthodes Galerkin Caractéristique et
Semi-Lagrangienne pour diverses valeurs du nombre de Courant: (A) v = 0.25,

@v=05(0Q)v=075(x)v=1.
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tive @numer/Pexact €t le module du facteur d’amplification des méthodes Car-
actéristique Galerkin et Semi-Lagrangienne pour diverses valeurs du nombre
de Courant v. La vitesse de phase numérique est exacte & toutes les longueurs

d’onde pour les deux valeurs v = % et v = 1. On remarque également que

erreur d’amplitude atteint un maximum pour ¥ = % & toutes les longueurs
d’onde et qu’une dissipation identique est obtenue lorsque v est plus grand ou

plus petit que 1 par une méme quantité.

3.3 Mséthode Petrov—Galerkin

Une méthode de type Petrov—Galerkin conceptuellement trés intéressante a été
proposée par Morton et Parrott [MPA 80] pour résoudre 1’équation linéaire de
convection transitoire a une dimension

ur+auy; =0 (44)

ol a est une constante. Considérons en premier lieu ’approximation standard
de Galerkin relative 4 I’Eq. (44). En laissant la variable temps continue et en
représentant la dépendance spatiale par éléments finis linéaires, la formulation
de Galerkin produit I’équation semi-discréte suivante en tout noeud intérieur

J
dU; a

(1 + é62) th = _ZAOUj (45)
Comme ’ont montré en premier Swartz et Wendroff [SWE 74], le terme de
couplage (1+ $62) dans le membre de gauche de ’Eq. (45), qui représente la
matrice de masse consistante, assure une précision spatiale du quatriéme or-
dre. Ce résultat remarquable est également maintenu pour certaines équations
non linéaires, comme 1’ont fait remarquer Cullen et Morton [CUM 80]). Cette
précision spatiale élevée obtenue en discrétisant par éléments finis linéaires
représente un gain significatif par rapport a la méthode des différences finies
du second ordre. A ce gain s’ajoutent les propriétés de conservation inhérentes
a la méthode de projection de Galerkin. Il convient toutefois de noter que
le systéme d’équations différentielles (45) doit encore étre intégré par rapport
au temps pour produire la solution transitoire recherchée. C’est a ce stade
que la précision spatiale du quatriéme ordre pourra étre rapidement érodée si
’algorithme de discrétisation temporelle n’est pas de précision comparable. En
particulier, l'utilisation de schémas standards, tels que les méthodes d’Euler,
leap—frog et Crank-Nicolson, aura pour conséquence de ne pouvoir maintenir
la précision spatiale élevée obtenue par éléments finis que pour des valeurs
faibles du pas de temps At. En fait, la précision et les bonnes propriétés de
phase de la formulation de Galerkin disparaissent pour des valeurs relative-
ment modestes du pas de temps At. En particulier, la propriété CFL unitaire
(solution exacte aux noeuds pour un nombre de Courant unitaire) n’est pas
obtenue en combinant éléments finis linéaires et schémas temporels explicites
ou implicites d’ordre deux. Cette dégradation des performances des éléments



Méthodes d'éléments finis 239

finis dés que le nombre de Courant croit est particulierement décevante si I'on
compare éléments finis et différences finies. On sait, en effet, que la plupart des
schémas par différences finies de précision temporelle d’ordre deux possédent
la propriété CFL unitaire.

Morton et Parrott ont été les premiers & analyser en détail les raisons de
ce mariage difficile entre éléments finis linéaires et schémas temporels du sec-
ond ordre. Ils ont, en particulier, bien mis en évidence le fait qu’un aspect
critique de la résolution de problémes transitoires de convection par éléments
finis est l’'obtention d’un couplage adéquoit entre la discrétisation spatiale et la
discrétisation temporelle.

Pour réaliser ce couplage, Morton et Parrott ont repris ’approche Petrov-
Galerkin qui s’était révélée si fructueuse pour stabiliser les problémes station-
naires de convection-diffusion et ont suggéré de considérer, en association avec
chaque schéma temporel, une classe particuliére de fonctions de pondération
modifiées de maniére & fournir une bonne précision globale [MPA 80]. Prenant
le cas du schéma d’Euler, et désignant par U™(z) la solution approchée recher-
chée, soit

Un(x) =Y UT w;(x), (46)
J
la formulation Petrov-Galerkin relative a I’'Eq. (44) s’écrit
Un+1 ~[n " —
AT )

ou Wj est la fonction de pondération modifiée. Pour combiner la précision élevée
de la méthode de Galerkin standard lorsque le nombre de Courant » — 0 avec
I’exigence d’obtenir la solution exacte pour v — 1, Morton et Parrott ont
proposé de définir w; par la combinaison linéaire

T = (1 - p)wj + px; (48)

ou x; est une fonction test spéciale ayant le méme support que que la fonction de
pondération de Galerkin w; et calibrée de maniére a obtenir la solution exacte
de I’équation linéaire de convection a I’aide d’un maillage uniforme d’éléments
linéaires lorsque » = 1. Le paramétre p dépend de v et doit satisfaire les
conditions p(0) = 0 and p(1) = 1. Le schéma résultant donne I’équation
discrete

[1+ (1 = p())8%] (U = U}) = —vAUT + Lp(v)v6*U}  (49)

caractérisée par une modification de la matrice de masse qui passe de la forme
Galerkin classique pour p = 0 4 la matrice unitaire typique des différences finies
pour p = 1. Le choix p = v donne un schéma précis au second ordre, appelé
EPGI, qui contient un opérateur spatial de type Lax-Wendroff et qui est stable
pour |v| < 1.

D’autre part,le choix p = v? dans le membre de gauche de I’Eq. (49) combiné
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avec p = v dans le membre de droite conduit & un schéma appelé EPGII qui
est précis au troisiéme ordre et stable pour |v| < 1.

Des formulations semblables ont été proposées par Morton et Parrott en re-
lation avec les schémas de discrétisation temporelle leap-frog et Crank—Nicolson.
On consultera la référence [MPA 80] pour les détails relatifs & la construction
des fonctions de pondérations associées a ces schémas temporels.

L’approche Petrov-Galerkin de Morton et Parrott fournit des schémas pour
la convection transitoire en une dimension qui ont des propriétés supérieures
a celles des méthodes de différences finies du second ordre. Toutefois, cette
approche ne posseéde pas les propriétés de conservation de la formulation de
Galerkin. En outre, sa généralisation en vue du traitement de problemes mul-
tidimensionnels et non linéaires n’est pas évidente.

Néanmoins, la méthode Petrov—Galerkin décrite ci-dessus a une importance
historique en ce sens qu’elle a abordé pour la premiére fois le probleme de
Iintégration temporelle des équations hyperboliques du premier ordre en liai-
son avec une discrétisation spatiale par éléments finis, mettant ainsi bien en
évidence l’interconnection entre discrétisations spatiale et temporelle de ces
problémes.

3.4 Meéthode Taylor—Galerkin

Un développement ultérieur des principes de base de la méthode Petrov-Galer-
kin de Morton et Parrott a conduit 4 la méthode Taylor-Galerkin introduite par
Donea [DON 84]. Dans cette méthode, qui représente une généralisation aux
éléments finis des techniques du type Lax-Wendroff, la discrétisation temporelle
précede la discrétisation spatiale et est prédisposée pour étre combinée a la
précision spatiale du quatriéme ordre fournie par la méthode de Galerkin dans
le cas d’éléments finis linéaires [DQS 87]. Nous commencerons par décrire
un schéma explicite de Taylor—Galerkin & un pas et du troisiéme ordre par
rapport au temps, pour passer ensuite 4 la présentation d’un schéma en deux
pas également précis au troisiéme ordre et particulierement intéressant pour les
problémes non linéaires multidimensionnels [SEL 87).

3.4.1 Schéma Euler-Taylor—Galerkin

Contrairement a la procédure classiquement suivie dans la méthode des éléments
finis appliquée aux problémes transitoires oli la discrétisation spatiale précede
la discrétisation temporelle, commencgons par discrétiser par rapport au temps
I’équation u; + V - f(u) = 0, en laissant la variable spatiale x continue. Le
développement en série de Taylor par rapport au temps conduisant au schéma
explicite d’Euler fournit

W=t 4+ Atul + §(A) uf, + (A ufy, + 0 [(A2)Y] (50)

En utilisant I’équation de départ et ses dérivées successives par rapport au
temps, on constate que (cf. également [MOR 87})
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Uy = —at [V . f(u)] =-V. [Btf(u)]
~V - fa(u) u] = =V - [a(u) (- V - £(u))] (51)
V- [a() V - £(u)]

ot a(u) = df(u)/du, et, par conséquent:

()7 [upt! — uf]
= (At)"'V . [(aV-f)"*! ~ (aV - f)"] (52)

Utee

Le terme du troisieme ordre dans l’expression (52) a été écrit sous la forme
mixte temporelle—spatiale pour éviter la présence de dérivées spatiales du troi-
sitme ordre qui exigeraient la continuité C! de I’espace d’interpolation. En
introduisant les expressions (51) et (52) dans la série de Taylor (50) et en appli-
quant ensuite la formulation standard de Galerkin, on obtient aprés intégration
par parties et quelques réarrangements le schéma

un+1_un
<T’ w> + 1At ([@aV - O™ —(aV )], Vw)

= —(V-f",w) - 1At (a" V - {", V)
= —(V -f", w+ 1At a" - Vuw) (53)

ou f* = f(u"), a" = a(u"), (aV -f)" = a(u”) V - f(u"), etc.. Le second terme
dans le membre de gauche de I’Eq. (53) est le terme responsable de la précision
du troisiéme ordre. Ce terme introduit une modification de la matrice de masse
qui dépend non linéairement de u” et u™*! dans le cas d’une équation de
conservation. Si on considére le cas simple de ’équation de convection linéaire
a coeflicient constant u, 4+ a- Vu = 0, le schéma Euler/Taylor-Galerkin (53)
se réduit a

un+1 —-_yn
<———A—t—, 'w> + éAt <a -V(u*t —y*), a- Vw)
= —(a-Vu*, w+ 1At a  Vuw) (54)

Une intégration par parties a été utilisée pour obtenir les relations (53) et
{54), si bien que des termes de surface doivent étre inclus dans les relations en
question.

Pour le cas de la convection 4 une dimension traitée a4 ’aide d’éléments
linéaires, le schéma suivant est obtenu:

[1+ 31 = v®)&] (U - U}) = —vAUT + $078%07 (55)
dont le facteur d’amplification s’écrit
—ivsin € — 2v%sin® 3£
1- %(1 — v?)sin? 1€

et donne la condition de stabilité [v] < 1. Ce schéma est également connu

GEs(E,v) =1+ (56)



242  Revue européenne des éléments finis. Vol. 1 - n® 3/1992

sous le nom de méthode Lax-Wendroff/Taylor-Galerkin [DQS 87]. Ses pro-
priétés numériques sont présentées a la Fig. 3, sous la forme de diagrammes
polaires d’erreurs de phase et d’amplitude. La comparaison avec la méthode
Galerkin Caractéristique (ou Semi-Lagrangienne) montre que la phase est e-
xacte dans les deux méthodes pour v = % et v = 1, et que 'erreur de phase est
pratiquement identique, le schéma Taylor-Galerkin étant légérement inférieur
dans l’intervalle % < v < 1. Ainsi, en plus de leur stabilité inconditionnelle,
les méthodes Semi-Lagrangienne et Galerkin Caractéristique fournissent une
discrétisation du troisiéme ordre.

3.4.2 Schéma du troisitme ordre & deux pas

Dans ce paragraphe nous décrirons un schéma Taylor-Galerkin d’ordre trois
utilisable en pratique dans la résolution de problémes hyperboliques non liné-
aires et multidimensionnels. L’idée de base de ce schéma consiste a obtenir une
précision du troisieme ordre par rapport au temps a l’aide d’une procédure a
deux pas due & Selmin [SEL 87] et qui s’écrit

" = ut+ %At uy + a(At)2 U (57)
u"t = w4 At} + (A (58)

oil la valeur du parametre « est provisoirement laissée libre. En fait, tandis que
les autres coefficients dans (57-58) prennent la valeur nécessaire pour obtenir
une précision du troisieme ordre par combinaison des deux pas, le paramétre a
n’affecte que le coefficient du terme du quatriéme ordre dans le développement
en série global.

En conséquence, la valeur de ce paramétre affectera le facteur d’amplification
du schéma résultant mais pas sa phase. On pourra donc tirer profit du degré
de liberté disponible en imposant que la réponse en phase du schéma a deux
pas coincide avec celle du schéma Euler/Taylor—Galerkin (54) en application a
P’équation linéaire de convection [SEL 87)]. La version complétement discrétisée
des Eqgs. (57-58) s’écrit dans le cas de I’équation linéaire de convection a une
dimension:

() = s
[1+16% (U™ = U") = —vAU" + %yzézﬁ" (60)

si bien que le facteur d’amplification du schéma paramétrisé a deux pas est
donné par la relation:

—ivsin€ — 2vsin? 1€ G(€, v; a)
I- %sin2 1€

Grra(é, v;a) =1+ (61)

ou 1 - 2.: 2
—3tvsin€ — 4av®sin® 1

22
1 — gsin® 4§

G(E, v,a)=1+ (62)
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Figure 3: Propriétés numériques de la méthode Euler/Taylor-Galerkin pour
diverses valeurs du nombre de Courant: (A) v = 0.25, (O) v = 0.5, (O) v =
0.75, (x) v = 1.

On vérifie aisément que
Grra (€, v; §) = Gra(é, v) R(E, v) (63)
ot R(&, v) est une fonction réelle donnée par

_ [1- 30— v?)sin €] [1 - 3(1 + v7)sin® 4¢]

[1- %sin2 g{]z

R(¢, v) (64)

Ainsi, pour a = -é la procédure & deux pas (59-60) reproduit exactement
les excellentes propriétés de phase du schéma Euler/Taylor-Galerkin & un
pas. La condition de stabilité numérique du schéma & deux pas est donnée
par |v] < v/3/2. La figure 4 montre les diagrammes d’erreur de phase et
d’amplitude du schéma du troisiéme ordre & deux pas. Le nouveau schéma
est plus dissipatif que la version & un pas, mais la différence est négligeable
pour toutes les longueurs d’onde, sauf lorsque le nombre de Courant v est trés
proche de la limite de stabilité.

Un point important qu’il convient de souligner est que, méme a deux et trois
dimensions, les propriétés de phase du schéma Taylor-Galerkin du troisiéme
ordre & un pas peuvent étre reproduites exactement par la procédure & deux
pas. En outre, la condition de stabilité du schéma a deux pas pour les cas bi- et
tri~dimensionnels est pratiquement identique a celle du cas monodimensionnel.
En fait, en introduisant le vecteur nombre de Courant v = (v;,vy), on démontre
que le domaine de stabilité numérique de la version a4 deux dimensions du
schéma (59-60) avec a = § ne dépend que trés marginalement de Porientation
du vecteur v [SEL 87}: le domaine de stabilité coincide pratiquement avec le
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cercle de rayon v/3/2 (= 0.866), & I’exception d’un léger aplatissement dans
la direction de la diagonale v, = v, pour laquelle la limite de stabilité s’écrit

Amplification Factor

Figure 4: Propriétés numériques de la méthode Taylor-Galerkin du troisiéme
ordre a deux pas pour diverses valeurs du nombre de Courant: (A) v = 0.25,

(@) v =05, (O) v = 0.75.

|v| < 0.854 (voir Fig. 5.). Ce résultat est & comparer a la forme du domaine
de stabilité du schéma Euler /Taylor-Galerkin 4 un pas qui, comme la méthode
des différences finies de Lax—Wendroff, dépend fortement de la direction de v,
et implique, en conséquence, une réduction drastique de la limite de stabilité
qui se réduit a || < 1/(2v/2) en 2D et |v| < 1/(3v/3) en 3D. Ainsi, tout en
rendant la méthode Taylor-Galerkin du troisiéme ordre praticable pour la ré-
solution de probléemes non linéaires, le schéma a deux pas présente ’avantage
ultérieur de posséder un domaine de stabilité numérique pratiquement isotrope
pour les problemes multidimensionnels.

Pour conclure, nous indiquerons la forme prise par le schéma & deux pas
dans le cas de ’équation de conservation non linéaire u; + V - f(u) = 0. Dans
ce cas, le schéma s’écrit:

(@ —u", w) /At = L(f(u") - Ata(u") V -£(u"), V)  (65)
(u*t! — ", w) /At = (f(u") - JAta(@®) V -£(i"), Vw) (66)

On notera que dans le schéma 3 deux pas, I'effet de la matrice de masse modifiée,
qui dépend de la solution elle-méme, est obtenu par une double application de
la matrice de masse consistante usuelle. Bien entendu, des termes de frontiére
appropriés doivent étre inclus dans le membre de droite des deux équations,
comme déja indiqué pour le schéma a un pas.
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Figure 5: Domaines de stabilité numérique des schémas Taylor-Galerkin et
Lax-Wendroff pour I’équation de convection a deux dimensions.

3.5 Méthodes des Moindres Carrés

3.5.1 Méthode basée sur les caractéristiques

La premiére méthode des moindres carrés que nous décrirons repose sur l'uti-
lisation des caractéristiques pour résoudre 1’équation linéaire de convection

w+a(x,t)-Vu=0 (67)

a ’aide d’un maillage d’éléments finis non—structuré. Représentons la solution
approchée U™(x) au temps t" sous la forme

Un(x) = ) UP w;(x) (68)
j

La solution au temps t"*! est donnée par
Urtx)=UnX) (69)

ou le déplacement X obtenu par intégration de t"+1 4 " de la caractéristique
est approximé par
X = x —a(x, t"t1)At (70)

L’indice *, qui caractérise la solution a t"t!  a été introduit pour indiquer
explicitement que la solution obtenue en (69) par translation pure des données
initiales n’appartient pas & ’espace d’interpolation sous—tendu par les fonctions
de forme {w;(x)}. En vue d’exprimer la solution U”*!(x) dans cet espace
comme en (67), on peut utiliser la méthode des moindres carrés [CLI 90] pour
minimiser la différence entre U"*!(x) et UP+1(x), & savoir,

/n [Un+(x) = UP*1(x)]? dQ = min (71)
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ce qui conduit par variation de I'inconnue U"*!(x) a
/ [0 (x) - URFH(x)] 6U™ (x)d2 = 0 (72)
1)

Compte-tenu du développement (68) pour U™*!(x) et de ’Eq. (69), I'intégrale
(72) prend la forme

> ot / wj(x) w; (x) dQ = Z up /w, (X) w; (x) d2 (73)
]'I

ot X = x — a(x, t"*1)At. Dans le cas de coefficients constants, on peut
montrer que cette expression est équivalente a celle que délivre la méthode
Galerkin-Caractéristique, pour autant que les intégrales soient évaluées exacte-
ment. Etant donné que dans les applications pratiques, ces intégrales ne peu-
vent étre évaluées que numériquement, il en résulte que des régles d’intégration
d’ordre élevé sont requises pour le calcul des intégrales figurant au membre de
droite de I’Eq. (73). Ceci représente un aspect critique de la méthode, en par-
ticulier lorsque des fonctions de forme d’ordre polynomial faible sont utilisées
[CLI 90]. 1l reste néanmoins le résultat intéressant que la méthode Galerkin-
Caractéristique peut étre interprétée, tout au moins en application a ’équation
linéaire de convection, comme étant une méthode de moindres carrés.

3.5.2 Meéthode de Carey et Jiang

Une méthode de moindres carrés trés intéressante pour les problémes transi-
toires de convection a été proposée par Carey et Jiang [CAJ 88]. Dans ce para-
graphe, nous présenterons une version de cette méthode adaptée a la résolution
de problémes linéaires.

Considérons I’équation linéaire de convection

u;+a(x) - Vu=0 (74)

et la fonctionnelle quadratique (instantanée) associée
I(t) = /[u, +a-Vu)?dQ (75)
Q

Si ’équation de départ est discrétisée par rapport au temps a l’aide du schéma
moyen 6, la fonctionnelle (75) est donnée & 'instant "+ par

un+l —un 2

e :/ [——+0a~Vu"+l+(l—0)a-Vu"] dQ (76)
Q At

Clairement, 8 = 0 correspond au schéma explicite d’Euler, § = % au schéma

de Crank—Nicolson et § = 1 au schéma implicite d’Euler. Bien entendu, seul

le choix 8 = % donne une précision du second ordre par rapport au temps.

En minimisant I**¢ par rapport a la variation de 'inconnue u™*!, on obtient



Méthodes d'éléments finis 247

I’équation aux moindres carrés (toujours continue par rapport aux variables

d’espace)
n+l _ . n
/ [u— +0a-Vutl 4 (1-6)a- Vu"]
Q At
x [su™t! 4+ 0At a- V(6u"t1)] dQ =0 (77)

En exprimant la variation §u™*! en termes de la fonction de pondération w,

I’Eq. (77) fournit
n+l _ . n
<u 4 +0a-Vu”+l,w+9Ata-Vw>
(78)

At
=-(1-0){a-Vu", w+0At a - Vuw)

L’équation (78) peut également s’écrire sous la forme incrémentielle compacte
q p g

suivante
([1+6Ata-V](u"*! —u"), [1+0At a- V]w)
=—At (a-Vu", [1+6At a- V]w) (79)

qui montre bien le caractére symétrique de I’opérateur implicite engendré par

la méthode des moindres carrés. En une dimension et pour des éléments finis
linéaires, ’équation (79) fournit le schéma discret suivant
(80)

[1+ (3 - 6%%) 8] (UH = UP) = —vAU} + 00°6°U7

et on démontre que ce schéma est inconditionnellement stable pour 1 < 8 < 1
[CAJ 88]. La Fig. 6 illustre les propriétés du schéma (80) pour 8 = et 6 = 1

b
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Relative Phase Error

Figure 6: Propriétés de la méthode moindres carrés /Crank-Nicolson pour
6 = 1/2 (haut) et # = 1 (bas), pour diverses valeurs du nombre de Courant:

(A)v=025,(0)r=05(Q)r=075(x)r=1,(+) yr=125(*) v = 1.5.
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Le schéma moindres carrés/Crank-Nicolson (MC/CN) posséde une réponse en
phase précise pour autant qu’ll soit utilisé dans l'intervalle v < 1. Par ailleurs,
le schéma complétement implicite (MC/CI) posséde une réponse en phase trés
médiocre, sauf pour des valeurs faibles du nombre de Courant et son utilisation
n’est envisageable que pour le calcul de solutions stationnaires.

3.5.3 Autres méthodes de moindres carrés

Une méthode trés précise pour le traitement de problemes transitoires de
convection a été introduite récemment par Park et Liggett [PAL 90]. Cette
méthode combine les concepts Taylor~Galerkin et moindres carrés et est du
quatriéme ordre par rapport au temps. Pour la discrétisation spatiale, Park
et Liggett utilisent des éléments finis & interpolation cubique (polynémes de
Hermite).

Nous terminerons cette section consacré aux méthodes de moindres carrés
pour le traitement de problémes transitoires de convection en mentionnant une
méthode d’éléments finis de type espace-temps proposée par Nguyen et Reynen
[NGR 84]. Cette méthode est fondamentalement différente des méthodes de
moindres carrés décrites précédemment en ce sens que la fonctionnelle quadra-
tique associée comporte une intégrale étendue a ’espace et au temps. Le schéma
résultant de 'utilisation d’ éléments linéaires, est inconditionnellement sta-
ble et précis au second ordre. Les propriétés de la méthode moindres carrés
espace—temps sont illustrées a la Fig. 7. En comparant les figures 6 et 7, on
constate que ’approche espace-temps donne un schéma moins précis et plus
dissipatif que le schéma moindres carrés obtenu en utilisant deés le départ la
discrétisation de Crank—Nicolson. Pour cette raison, la méthode des moindres
carrés espace—temps n’est pas recommandée pour la résolution de problémes de
convection pure. Par contre, elle donne de bons résultats pour les problémes
de convection—diffusion.

Relative Phase Error Amplification Factor

Figure 7: Propriétés de la méthode moindres carrés/ espace-temps pour di-
verses valeurs du nombre de Courant: (A) v = 0.25, (0) v = 0.5, (Q) v = 0.75,
(x)v=1,(+)vr=1.25(x) r=15.
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