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RESUME. Cet article est consacre a une presentation succinte des methodes de Galerkin 
generalisees adaptees a Ia resolution par elements finis de problemes de transport par 
convection. La premiere partie traite le cas de problemes stationnaires de transport par 
convection et diffusion. L'accent est mis sur /'utilisation de methodes du type Petrov-Galerkin 
pour reproduire dans le cadre de Ia methode des elements finis l'effet upwind utilise 
anterieurement avec succes en differences finies. La deuxieme partie est consacree au cas de 
problemes transitoires de convection pure et, de maniere plus generale, aux problemes 
gouvernes par des equations hyperboliques du premier ordre. On examine successivement Ia 
mise en reuvre de methodes faisant explicitement usage des courbes caracteristiques, de 
techniques du type Petrov-Gelerkin, de methodes de Taylor-Galerkin, pour conclure par une 
presentation de methodes de moindres carres. 

ABSTRACT. This paper presents a brief overview of generalized Galerkin methods for the finite 
element solution of transport problems governed by convection and diffusion. The first part is 
concerned with steady problems. The emphasis is placed upon the use of Petrov-Galerkin 
methods to reproduce in the finite element context the upwind effect previously used with 
success in finite differences. The second part deals with transient problems describing pure 
convection and, more generally, with situations governed by first-order hyperbolic equations. 
The methods discussed include techniques making an explicit use of the characteristic curves, 
Petrov-Galerkin and Taylor-Galerkin methods, as well as least-squares methods. 
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1 Introduction 

Introduite vers Ia fin des annees 1950, Ia methode des elements finis s'est 
desormais imposee comme une des methodes numeriques les plus puissantes 
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con~ues a ce jour. Parmi les caracteristiques de base de Ia methode qui ont 
conduit a sa popularite actuelle, on mentionnera Ia facilite de modeliser des 
geometries de forme complexe, le traitement nature! des conditions aux limites 
de type differentiel, ainsi que Ia possibilite d'etre programmee sous Ia forme de 
logiciels adaptables au traitement d'une vaste gamme de problemes. 

La formulation classique de Ia methode des elements finis repose sur Ia 
methode des residus ponderes de Galerkin. Celle-ci consiste a choisir comme 
fonctions de ponderation les fonctions de forme retenues pour Ia description du 
champ local de Ia variable inconnue du probleme. La formulation de Galerkin 
s'est reve!ee extremement efficace en application aux problemes de mecanique 
des structures et dans d'autres situations, telle que le transfert conductif de 
Ia chaleur, gouvernees par des equations du type diffusion. La raison de ce 
succes est qu'en application a des problemes gouvernes par des equations aux 
derivees partielles elliptiques ou paraboliques, Ia methode des elements finis de 
Galerkin conduit a des matrices de rigidite symetriques. Or dans ce cas on peut 
demontrer mathematiquement que la solution numerique possede Ia propriete 
de meilleure approximation. Ceci signifie que Ia difference entre la solution 
obtenue par Ia methode des elements finis et la solution exacte est minimisee 
par rapport a une certaine norme (voir par exemple Strang et Fix [STF 73]). 

Ce succes de Ia methode de Galerkin a suscite, au debut des annees 1970, 
une forte impulsion en vue de son utilisation dans Ia simulation numerique 
de problemes de Ia mecanique des fiuides. On pouvait, en effet, penser que 
les avantages de Ia methode des elements finis qui s'etaient manifestes dans 
Ia resolution de problemes de structures et de transport par diffusion seraient 
directement exploitables pour Ia modelisation des problemes d'ecoulement de 
fiuides. En fait, ceci se revela une vue trop optimiste, particulierement en ce qui 
concerne Ia simulation des phenomenes de transport domines par Ia convection. 

Une difficulte importante apparut en raison de la presence de termes con­
vectifs dans Ia formulation mathematique des lois de conservation de Ia masse, 
de Ia quantite de mouvement et de l'energie lorsqu'on fait appel, comme c'est 
pratiquement toujours le cas en mecanique des fiuides, a une description cine­
matique autre que Ia description Lagrangienne. Les operateurs de convection 
sont, en effet, non symetriques, si bien que Ia propriete de meilleure approxi­
mation de Ia methode de Galer kin, base de son succes dans les cas symetriques, 
est perdue lorsque la convection domine le processus de transport. 

En pratique, les solutions numeriques delivrees par la methode de Galer­
kin pour des problemes a convection dominante sont frequemment polluees 
par des oscillations non-physiques que l'on ne peut supprimer qu'en affinant 
considerablement le maillage, ou, dans le cas transitoire, en reduisant fortement 
le pas de temps. Ceci compromet, bien entendu, l'utilite meme de Ia methode 
de Galerkin et a motive le developpement de methodes alternatives excluant Ia 
presence d'oscillations non-physiques independamment de tout raffinement du 
maillage ou du pas de temps. 

Nous debuterons par un expose des methodes de Galerkin generalisees 
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developpees pour le traitement de problemes stationnaires de convection-dif­
fusion (voir egalement la revue presentee en [DON 91]). 

2 Problemes stationnaires 

2.1 Inconvenients des methodes standards 

Un probleme simple sera utilise pour illustrer la necessite d'une generalisation 
de Ia methode de Galerkin standard pour pouvoir traiter correctement les 
problemes domines par Ia convection. Considerons !'equation de convection­
diffusion monodimensionnelle 

- au., + ku.,., = 0 (1) 

ou Ia vitesse d'ecoulement a et le coefficient de diffusion k sont taus deux sup­
poses positifs. Pour un maillage uniforme d'elements lineaires et en numerotant 
les noeuds consecutivement, !'approximation de Galerkin relative a l'Eq.(1) 
fournit !'equation discrete suivante pour tout noeud interieur /: 

ou 

(1- r)ui+l- 2u1 + (1 + r)ui-1 = 0 

ah 
r = 2k 

(2) 

(3) 

est le nombre de Peclet de maille et h indique Ia longueur d'un element. 
L'equation (2) indique clairement que la methode des elements finis de Galerkin 
engendre des approximations discretes des operateurs differentiels qui sont 
du type differences centrees. Comme toute equation discrete, !'equation (2) 
possede une erreur de troncature. Pour analyser cette erreur, nous developpons 
!'equation (2) en serie de Taylor autour de U[ et utilisons !'equation differentielle 
originale (1) pour remplacer les derivees d'ordre superieur en termes de u.,.,. 
Ce developpement indique que !'equation discrete (2) est equivalente a 

(-au.,+ ku.,.,)I + 2~ (~(cosh 2r- 1)- sinh 2r) (u.,.,)J = 0 (4) 

si bien que le second terme de !'equation (4) represente exactement l'erreur de 
troncature de !'equation discrete (2). Cette erreur se presente sous la forme 
d'un operateur de diffusion et on montre aisement que la fonction dans l'Eq.( 4) 
faisant intervenir le nombre de Peclet r est systematiquement negative queUe 
que soit la valeur de r. En consequence, il apparait que !'equation discrete 
(2) resultant de !'approximation de !'equation (1) resout en fait une equation 
modifiee d diffusion riduite que !'on peut ecrire sous Ia forme: 

-au.,+ (k- k)u.,., = 0 (5) 

ou k est Ia diffusion physique et k une diffusion artificielle d'origine purement 
numerique. La dissipation numerique negative inherente a !'approximation de 
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l'equation (1) par la methode de Galerkin (et par differences centrees) est la 
cause des difficultes numeriques (oscillations) rencontrees dans la resolution de 
problemes domines par la convection. Lorsque le nombre de Peclet de maille 
est superieur a l'unite, la diffusion artificielle k est plus grande que la diffusion 
physique k, ce qui, bien entendu, rend la solution depourvue de sens. 

Pour se convaincre de l'apparition d'oscillations lorsque le nombre de Peclet 
est superieur a l'unite, on recrira l'equation (2) sous la forme: 

qui montre bien que les pentes de la solution a gauche et a droite du noeud I 
sont effectivement de signe oppose lorsque 1 est ~ 1. 

Puisque l'approximation de Galerkin (et celle des differences centrees) rel­
ative a l 'equation ( 1) introduit une diffusion artificielle negative, un remede 
justifie pour ameliorer la solution numerique consiste a ajouter de la diffusion 
de maniere a contrebalancer la diffusion numerique negative. 

2.2 Differences amont ou upwind 

Dans le cadre de la methode des differences finies, on peut introduire de la 
diffusion numerique en rempl~ant l'approximation discrete centree du terme 
convectif de I' equation (1) par une approximation decentree, ou derivee amont, 
qui s'ecrit: 

(6) 

Toutefois, dans la plupart des cas, la discretisation amont du terme convec­
tif donnee par l'equation (6) conduit a des solutions numeriques exagerement 
dissipatives, ce qui a donne lieu a de nombreuses critiques de cette technique. 

Etant donne que la methode des differences centrees introduit une dissipa­
tion negative, tandis que la methode des differences amont produit une diffu­
sion numerique excessive, on con~oit qu'une combinaison lineaire de differences 
centrees et amont represente une solution optimale. En fait, pour le cas simple 
de l'equation (1), il est possible de formuler une technique amont optimale con­
duisant ala solution exacte aux noeuds du maillage queUe que soit la valeur du 
nombre de Peclet. Cette methode optimale peut egalement etre construite en 
ajoutant a la methode des differences centrees une diffusion artificielle donnee 
par 

k = (ah/2}1. (7) 

oil. e = coth(-y)- 1/'Y (8) 

Toutefois, des problemes de precision subsistent dans des cas plus compliques, 
tels que les situations multidimensionnelles, ou encore en presence de termes 
source ou de champs de vitesse variables dans l'espace. On consultera les 
references [SHY 85) et [CHR 85] pour une discussion de ces problemes et une 
presentation de methodes aptes a les surmonter. 
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2.3 Elements Finis de type Upwind 

Diverses techniques ant ete proposees pour realiser dans le cadre de Ia methode 
des elements finis l'effet produit en differences finies par le decentrage de Ia 
derivee premiere. Une caracteristique commune a toutes ces techniques est 
!'abandon de Ia formulation de Galerkin standard et le recours a une methode 
du type Petrov-Galerkin oil Ia fonction de ponderation est choisie dans une 
classe de fonctions differente de celle utilisee pour representer Ia solution ap­
prochee du probleme. 

2.3.1 Premieres Methodes 

Les premieres methodes d'elements finis basees sur une formulation du type 
Petrov-Galerkin ant ete presentees par les equipes de recherche de Dundee 
et Swansea (voir, par exemple, Christie et al. [CGM 76], Heinrich et a!. 
[HHZ 77], Heinrich et Zienkiewicz [HZI 79] et Griffiths et Mitchell [GRM 79]). 
Ces methodes reposent sur le choix de fonctions de ponderation aptes a ac­
centuer le poids de !'element en amant d'un noeud par rapport a !'element en 
aval. Quoique capables de reproduire Ia solution exacte de !'equation lineaire 
de convection-diffusion (1), ces premieres methodes d'elements finis presentent 
les memes inconvenients que les premieres methodes de differences finies du 
type amant dans Ia resolutions de problemes plus compliques. En outre, Ia 
formulation requiert le choix de fonctions de ponderation d'ordre polynomial 
eleve, ce qui complique sa mise en oeuvre par rapport ala methode de Galerkin 
classique. 

2.3.2 Methode SUPG 

u n progres important pour le traitement par elements finis des problemes sta­
tionnaires de convection-diffusion a ete realise avec !'introduction par Hughes 
et Brooks [HBR 79, BRH 80, BRH 82] de Ia methode dite SUPG (Streamline 
Upwind Petrov-Galerkin). L'idee de base de cette methode est de modifier Ia 
fonction de ponderation de Ia methode standard de Galerkin en y ajoutant un 
terme de perturbation de type amant agissant uniquement dans Ia direction de 
l'ecoulement et non transversalement. La fonction de ponderation ainsi mod­
ifiee est appliquee a taus les termes de !'equation, y compris le terme source 
eventuel, donnant ainsi lieu a une methode de residus ponderes consistante. 

La methode SUPG possede les qualites de robustesse des techniques de 
differences finies de type amant, en ce sens qu'elle previent !'apparition d'oscil­
lations parasites. En outre, etant basee sur une technique de residus ponderes 
consistante, Ia methode SUPG n'est pas sujette aux critiques de diffusion ar­
tificielle manifestees a l'egard des premieres methodes d'elements finis du type 
amant. 

Pour le probleme de convection-diffusion decrit par !'equation (1) avec des 
conditions aux limites de Dirichlet en x = 0 et x = L, Hughes et Brooks 
[HBR 79] remplacent Ia forme faible classique 
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1L (wau., + w.,ku.,) dx = 0 (9) 

ou w designe Ia fonction de ponderation, par Ia forme faible suivante: 

1L ( wau., + w.,(k + k)u.,) dx = 0 (10) 

ou 
k = {Jah/2 (11) 

represente une diffusion ajoutee dont !'importance est reglee par le parametre 
libre {3, (0 ~ {3 ~ 1). La valeur f3 = 1 correspond a un decentrage complet du 
terme convectif comme dans la relation (6). 

En vertu de la definition (11) de la diffusion ajoutee, on constate que la 
forme faible (10) peut etre recrite sous la forme: 

1L [ ( w + {J~w.,) au., + w.,ku.,] dx = 0 (12) 

L'equation (12) indique que la methode de Ia diffusion ajoutee peut etre con­
sideree comme une methode de Petrov-Galerkin dans laquelle une fonction de 
ponderation modifiee donnee par 

- h 
w=w+f3-w., 

2 
(13) 

est appliquee au terme convectif. On notera que cette fonction modifiee est 
discontinue a la frontiere entre les elements. 

Hughes et ses collaborateurs ont ensuite generalise la methode SUPG decrite 
ci-dessus pour traiter le cas d'equations comportant un terme source et pouvoir 
aborder les problemes multidimensionnels (voir Brooks et Hughes [BRH 82) et 
Hughes et Mallet [HMA 86) pour un expose complet). lis ont tout d'abord fait 
remarquer que lorsque !'equation de convection-diffusion comporte un terme 
source, ce dernier doit etre discretise, comme le terme convectif, en utilisant 
la fonction de ponderation modifiee donnee par Ia relation (13). Ensuite, pour 
etendre Ia methode de Ia diffusion ajoutee au traitement des problemes mul­
tidimensionnels, Hughes et Brooks ont propose de construire l'operateur de 
diffusion ajoutee sous forme tensorielle, de maniere qu'il agisse uniquement 
dans Ia direction de l'ecoulement et non transversalement. Pour ce faire, Ia 
diffusion artificielle scalaire de I' equation ( 11) est remplacee par Ia diffusion 
tensorielle 

(14) 

ou k est une diffusion artificielle scalaire et a; indique Ia composante de Ia 
vitesse selon Ia direction X; 0 On verifier a aisement que !'equation ( 14) represente 
une diffusion agissant uniquement dans la direction de l'ecoulement et non 
transversalement. La methode SUPG a ete appliquee avec succes par Hughes 
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et ses collaborateurs pour la resolution de problemes 2D et 3D de convection­
diffusion, ainsi que pour la solution des equations de Navier-Stokes en regime 
incompressible ( cf. Hughes et Brooks [BRH 82]). La methode SUPG peut etre 
consideree comme une methode de Petrov-Galerkin dans laquelle des fonctions 
de ponderation modifiees donnees par 

(15) 

sont appliquee de maniere consistante au terme convectif et au terme source de 
!'equation. La methode SUPG a egalement ete appliquee avec succes au cas de 
problemes transitoires. Dans ce cas, la fonction (15) est egalement appliquee 
pour la ponderation du terme de derivee temporelle. 

La seule faiblesse de la methode SUPG reside dans la presence d'un para­
metre libre gouvernant !'amplitude de la diffusion ajoutee. Mis a part le cas de 
!'equation lineaire de convection-diffusion, il n'existe, en effet, pas de recette 
universelle permettant de fixer la valeur de ce parametre. 

2.3.3 Methode Galerkin-Moindres Carres 

Plus recemment, Hughes et ses collaborateurs [HFH 89] ont introduit la me­
thode Galerkin-Moindres Carres (GMC) en tant que technique alternative ala 
methode SUPG pour accroitre la stabilite de la methode de Galerkin pour la 
resolution de problemes de convection-diffusion. 

La methode GMC consiste a ajouter a la forme integrate resultant de la 
methode de Galerkin standard des termes lies a la minimisation de la fonc­
tionnelle quadratique associee a !'equation de convection-diffusion consideree. 
On peut demontrer que ces termes additionnels renforcent la stabilite de la 
methode standard de Galerkin sans en degrader la precision. La methode GMC 
represente en fait une simplification conceptuelle de la methode SUPG et est 
applicable a une gamme de problemes plus etendue. On consultera, par exem­
ple, la reference [HUG 89] pour une description de !'application de la methode 
GMC en mecanique du solide. 

3 Problemes transitoires 

N ous passerons a present en revue quelques methodes par elements finis adapte­
es aux problemes transitoires de transport convectif. Nous examinerons succes­
sivement la mise en oeuvre de methodes faisant explicitement usage des courbes 
caracteristiques, de techniques du type Petrov-Galerkin et Taylor-Galerkin, 
pour conclure par une presentation de methodes basees sur des techniques de 
moindres carres. 

3.1 Role des caracteristiques 

Pour illustrer dans un contexte simple le role des courbes caracteristiques dans 
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la solution des problemes transitoires de convection pure, considerons l'equation 
lineaire de convection transitoire a une dimension 

u1 +au:~:= 0 (16) 

et supposons que la distribution initiale de la quantite scalaire u soit donnee 
par 

u(x, 0) = g(x) (17) 

Dans ces conditions, Ia solution exacte de l'Eq.(16) est donnee par 

u(x, t) = g(x- at) (18) 

ce qui signifie qu'au cours du temps Ia distribution initiale g(x) de Ia quantite 
u subit une translation simple le long de l'axe x avec une vitesse constante a. 

Le resultat (18) peut se verifier en reformulant l'Eq. (16) a l'aide de nou­
velles variables X, t, ou Ia coordonnee X se deplace par rapport a X ala vitesse 
a, soit: 

X= x- at (19) 

On obtient ainsi 
u = u(X(x, t), t) (20) 

si bien que dans les nouvelles coordonnees (19), l'Eq.(l6) s'ecrit 

u1 + (Xt + aX:~:)ux = 0 (21) 

ou encore, compte-tenu de Ia relation (19) : 

Ut(X, t) = 0 (22) 

Ce resultat confirme que Ia solution exacte de l'Eq.(16) est bien donnee par 
!'expression (18). 

Les droites d'equation X = const., qui dans le cas present coincident avec 
les trajectoires des particules, sont appelees caracteristiques. Comme le montre 
l'Eq.(22), la quantite transportee u est constante le long des caracteristiques et 
cette propriete est largement utilisee dans la construction d'algorithmes pour 
la resolution numerique des equations hyperboliques dont l'Eq.(16) est le pro­
totype le plus simple. 

Apres ces considerations simples, nous aborderons une etude plus detaillee 
des proprietes matMmatiques de !'equation transitoire de convection. Dans 
ce but, considerons encore le cas d'une quantite scalaire u transportee par 
un champ de vitesse multidimensionnel a(x, t) en presence d'un terme source 
prescrit s(x, t). Dans ce contexte multidimensionnel, !'equation lineaire de 
convection s'ecrit 

u1 +a· Vu = s (23) 

et Ia condition aux limites Ia plus frequemment asso<;iee a l'Eq. (23) est de Ia 
forme 



Methodes d'elements finis 233 

u(x, t)ir;a = ur(xr, t), (24) 

oil. fin designe Ia fronW~re a flux entrant, c.a.d. Ia portion de Ia frontiere f 
du domaine n considere sur laquelle n · a(xr, t) < 0, n designant le vecteur 
unitaire exterieur normal a f, tandis que ur(xr, t) est une fonction donnee 
definie sur fin pour t 2: 0. Strictement parlant, rin depend en general du 
temps, c.a.d., fin = fin(t), mais cette dependance n'est pas indiquee ici pour 
simplifier Ia notation. Pour completer Ia definition du probleme de convection, 
une condition initiale est prescrite sous Ia forme 

(25) 

OU u0(x) est la distribution initiale de J'inconnue U sur Je domaine 0. 
La solution analytique du probleme lineaire (23-25) en un point donne X E n 

peut ici encore etre determinee a l'aide du concept de caracteristiques. La Fig. 
1 illustre le cas bidimensionnel: Pour tout point spatio-temporel (x, t), on 
determine la caracteristique X( r) passant par (x, t) en resolvant !'equation 
differentielle ( vectorielle) ordinaire 

dX 
dr = a(X(r), r), r<t (26) 

sujette a Ia condition finale 
X(t) =X (27) 

Une notation plus precise pour X( r) consisterait a ecrire X(x, t; r). II 
convient de noter que l'Eq. (26) est non lineaire, sauflorsque le champ de vitesse 

y 

X 

Figure 1: Representation schematique des courbes caracteristiques pour 
!'equation lineaire de convection transitoire en presence d'un champ de vitesse 
variable en fonction du temps. 
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possede une dependance spatiale particuliere de Ia forme a(x, t) = a(t)+.B(t) x, 
oil a(t) et ,B(t) sont des fonctions arbitraires. Excluant une telle situation, 
on peut affirmer que la presence de Ia non-linearite est le prix a payer pour 
Ia reduction du probleme aux derivees partielles en un probleme differentiel 
ordinaire. 

L'integration de l'Eq. (26) procede de r = t en arriere, jusqu'a ce que Ia 
caracteristique soit intersecte Ia frontiere fin au atteigne le temps initial t = 0 
(cf. [PIR 88]). 

i) L'intersection de Ia caracteristique avec fin se produira a un instant qui 
depend de la caracteristique consideree et que nous noterons rr(x, t), tel que 
X(x, t; Tf'(x, t)) E fin· Si ce point est denote par Xr(x, t), on aura 

Xr(x, t) = X(x, t; rr(x, t)) (28) 

ou encore, omettant !'indication explicite de Ia dependance par rapport a (x, t) 
pour simplifier l'ecriture: 

Xr = X(rr) (29) 

Dans le cas present, Ia solution en (x, t) depend par consequent de Ia valeur 
prescrite au point Xr de Ia frontiere. Pour determiner u(x, t), !'equation de 
depart est recrite so us Ia forme caracteristique. Denotant Ia valeur de I 'inconnue 
le long de Ia caracteristique X(r) par U(r) = u(X(T), T), l'Eq. (23) se reduit 
le long de X( r) a I 'equation differentielle ordinaire suivante 

dU = S(r) 
dr 

(30) 

dans laquelle S(r) = s(X(r),T). L'Eq. (30) doit etre integree jusqu'a r = t 
avec Ia condition initiale en r = rr 

U(Tr) = ur(Xr, rr) 

On verifie immediatement que Ia solution s'ecrit 

u(x, t) = U(t) = ur(Xr, rr) + t S( T) dr 
}Tr 

(31) 

(32) 

ii) Par ailleurs, lorsque Ia caracteristique atteint le plant = 0, on a X(O) E 
n. Dans ce cas, Ia solution u(x, t) est determinee univoquement en integrant 
!'equation caracteristique (30) avec la condition initiale U(O) = u0 (X(O)) pro­
venant de Ia condition initiale originale (25), ce qui donne 

u(x, t) = U(t) = u0 (X(O)) + fo' S(T)dT (33) 
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3.2 Methodes Semi-Lagrangiennes et Caracteristiques 

Nous decrirons a present deux methodes par elements finis pour resoudre 
l'equation lineaire (23) en presence d'un champ d'advection a(x, t) dependant 
des variables spatiales et du temps. Si ce champ etait connu a l'avance pour 
tout le domaine tempore! considere [0, t], la solution du probleme pourrait 
etre determinee comme suit. Pour une triangulation donnee du domaine n, 
on pourrait construire les courbes caracteristiques passant par tous les noeuds 
du maillage en les approximant par des lignes continues constituees par des 
segments de droites. Les valeurs nodales de l'inconnue u au temps t seraient 
alors obtenues en evaluant les integrates figurant dans les equations (32) et (33) 
par quadrature numerique. Une description detaillee d'une methode de ce type 
est donnee par Pironneau [PIR 82]. En pratique, le champ a(x, t) depend de 
la solution elle-meme et il est, des lors, necessaire d'avancer la solution par 
increments successifs d'un instant tn a !'instant suivant tn+l = tn + Llt, oil Llt 
designe un pas de temps approprie. 

3.2.1 Methode semi-lagrangienne 

La premiere methode par elements finis basee sur la notion de caracteristique 
que nous decrirons ici est la methode semi-lagrangienne [ROB 81, ROB 82, 
PUS 84, STP 85]. 

Soit x un point du maillage et un(x) Ia solution approchee de l'Eq. (23) cal­
culee a !'instant tn. La solution un+l (x) relative a !'instant successif tn+l sera 
obtenue en approximant !'equation (26) definissant la courbe caracteristique 
pendant l'intervalle [tn, tn+l] avec une precision du second ordre, en utilisant 
des differences centrees sur l'espace et le temps, ce qui donne 

LlX(x) = a ( x- !LlX, tn+1) Llt (34) 

Cette equation non lineaire pour le vecteur deplacement LlX peut etre resolue 
par iterations a l'aide de Ia relation 

(35) 

et en faisant usage d'une formule d'interpolation pour evaluer a entre les noeuds 
du maillage. On approximera ensuite }'equation caracteristique (30) avec une 
precision du second ordre par rapport au temps en utilisant Ia relation 

un+l(x)- un(x- LlX) 1 [ n+l( ) n( AX)] 
Llt = 2 S X + S X - u (36) 

lei sn(x) = s(x, tn), etc., et les quantites un(x- LlX) et sn(x- LlX) sont 
evaluees a partir de un(x) et sn(x) a !'aide d'interpolations. Dans Ia pratique, 
des splines bi-cubiques ont ete utilisees pour les deux interpolations ci-dessus 
dans le cadre de calculs en deux et trois dimensions. La valeur de LlX(x) a 
l'intervalle de temps precedent a ete utilisee comme premiere approximation 
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pour resoudre le systeme non lineaire (34) en chaque noeud [PUS 84, TSS 89, 
STC 90]. La convergence de Ia procedure iterative (35) est assuree pour autant 
que a(x, tn+l/2) et ses derivees partielles premieres soient continues, que le pas 
de temps Llt soit suffisamment petit, et que Ia premiere approximation soit 
relativement proche de Ia solution recherchee. 

Le schema ci-dessus est inconditionnellement stable et sa phase ne depend 
que de Ia partie fractionnaire du nombre de Courant. Les proprietes numeriques 
et les performances de Ia methode semi-lagrangienne ont ete etudiees en detail 
et discutees de maniere extensive par Pudykiewicz et Staniforth [PUS 84] dans 
le cas general de !'equation de convection- diffusion a une et deux dimensions. 
En raison de sa precision et de son efficacite, Ia methode semi-Jagrangienne est 
des plus interessantes pour les previsions meteorologiques et Ia simulation de 
problemes d'ecoulement lies a Ia protection de l'environnement. On consultera 
les references [TSS 89, STC 90] pour Ia description d'applications pratiques 
utilisant des maillages cartesiens non uniformes. 

3.2.2 Methodes des caracteristiques 

La notion de caracteristiques peut egalement etre exploitee en liaison plus 
etroite avec la structure d'une formulation variationnelle faible, comme c'est 
le cas pour Ia methode caracteristique par elements finis proposee par Benque 
et a/. [BER 81, BIK 82]. Dans cette methode, !'equation de convection u1 + 
a· Vu = s est tout d'abord ecrite sous forme faible en la multipliant par une 
fonction de ponderation appropriee v(x, t) et en integrant ensuite sur le do­
maine spatio-temporeJ f2 X [tn, tn+lj, Ce qui donne 

1"+1 1"+1 

11
[u1 +a·Vu]vdf2dt=J1svdf2dt 

I" n I" n 
(37) 

Apres integration par parties, a Ia fois sur l'espace et sur le temps, et dans 
!'hypothese ou V ·a= 0, l'Eq. {37) prend Ia forme 

On choisit alors les fonctions de ponderation v(x, t) de maniere a satisfaire 
!'equation de convection homogene 

v1 +a· Vv = 0 (39) 

completee par Ia condition 'finale' 

v(x, tn+l) = w(x) (40) 

ou w(x) sont les fonctions de ponderation purement spatiales associees al'espace 
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choisi pour !'approximation par elements finis sur le domaine n. La solution 
de l'Eq. (39) au sens de cette approximation est determinee en introduisant les 
courbes caracteristiques definies par les Eqs. (26)-(27) adaptees a Ia presente 
situation, soit, 

dX 
dr = a(X(r), r), X(tn+l) =X ( 41) 

Sous Ia forme caracteristique, !'equation (39) s'ecrit dV/dr = 0, avec tn ::; 
T ::; tn+l, et Ia solution satisfaisant Ia condition finale ( 40) est simplement 
V(r) = const = w(x). II s'en suit que, pour chaque point nodal x, on a 
v(X(tn ), tn) = V(tn) = V(tn+l) = w(x). On admet ensuite que Ia transforma­
tion X -+ X( tn) definit une transformation isoparametrique T des elements finis 
du niveau tempo rei tn+l a tn, so it X( tn) = Tx, et on introduit des fonctions 
de ponderation transformees en tn a l'aide de Ia definition w*(Tx) = w(x). 
L'equation variationnelle (38) est ainsi transformee en 

L un+lwdn = L unw*dn 

tn+l tn+l -1 r n · a UV df dt + 1 1 SV dQ dt 
tn lr tn n 

(42) 

L'equation (42) est un systeme lineaire dont Ia matrice est symetrique et 
definie positive (matrice de masse consistante). La difficulte technique de cette 
methode reside dans le calcul du membre de droite de !'equation ( 42), en par­
ticulier celui du terme comprenant les fonctions transformees w*. 

Dans le cadre des methodes faisant usage des caracteristiques , il con­
vient egalement de mentionner Ia methode Caracteristique-Galerkin introduite 
par Morton [MOR 85] et [MOR 87]. Celle-ci fait appel a une fonction de 
ponderation modifiee 

1 rX+a(u"(X))At 

wn(x) = la(un(x))l6.t lx w(z) ldzl (43) 

qui represente une moyenne de Ia fonction de ponderation originale sur le 
segment correspondant a Ia projection de Ia caracteristique sur le domaine 
spatial. La Fig. 2 montre en representation polaire l'erreur de phase rela-

·~ 
... } i..... . \ 

Relative Phase Error AmDIIficatlon Factor 

.. 
\ 
\ 

Figure 2: Proprietes numeriques des methodes Galerkin Caracteristique et 
Semi-Lagrangienne pour diverses valeurs du nombre de Courant: (~) v = 0.25, 
(D) v = 0.5, (0) v = 0.75, (x) v = 1. 
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tive rPnurner/rPex~t et le module du facteur d'amplification des methodes Car­
acteristique Galerkin et Semi-Lagrangienne pour diverses valeurs du nombre 
de Courant v. La vitesse de phase numerique est exacte a toutes les longueurs 
d'onde pour les deux valeurs v = ~ et II = 1. On remarque egalement que 
l'erreur d'amplitude atteint un maximum pour 11 = ~ a toutes les longueurs 
d'onde et qu'une dissipation identique est obtenue lorsque vest plus grand ou 
plus petit que ~ par une meme quantite. 

3.3 Methode Petrov-Galerkin 

Une methode de type Petrov-Galerkin conceptuellement tres interessante a ete 
proposee par Morton et Parrott [MPA 80) pour resoudre !'equation lineaire de 
convection transitoire a une dimension 

Ut +au.,= 0 ( 44) 

ou a est une constante. Considerons en premier lieu !'approximation standard 
de Galer kin relative a I 'Eq. ( 44). En laissant la variable temps continue et en 
representant Ia dependance spatiale par elements finis lineaires, Ia formulation 
de Galerkin produit !'equation semi-discrete suivante en tout noeud interieur 
j 

( 
1 2) dUi a 1 + -6 -=--!loU· 6 dt h J 

(45) 

Comme l'ont montre en premier Swartz et Wendroff [SWE 74), le terme de 
couplage (1 + i62 ) dans le membre de gauche de l'Eq. (45), qui represente Ia 
matrice de masse consistante, assure une precision spatiale du quatrieme or­
dre. Ce resultat remarquable est egalement maintenu pour certaines equations 
non lineaires, comme l'ont fait remarquer Cullen et Morton [CUM 80)). Cette 
precision spatiale elevee obtenue en discretisant par elements finis lineaires 
represente un gain significatif par rapport a Ia methode des differences finies 
du second ordre. A ce gain s'ajoutent les proprietes de conservation inherentes 
a Ia methode de projection de Galerkin. II convient toutefois de noter que 
le systeme d'equations differentielles (45) doit encore etre integre par rapport 
au temps pour produire Ia solution transitoire recherchee. C'est a ce stade 
que Ia precision spatiale du quatrieme ordre pourra etre rapidement erodee si 
l'algorithme de discretisation temporelle n'est pas de precision comparable. En 
particulier, !'utilisation de schemas standards, tels que les methodes d'Euler, 
leap-frog et Crank-Nicolson, aura pour consequence de ne pouvoir maintenir 
Ia precision spatiale elevee obtenue par elements finis que pour des valeurs 
faibles du pas de temps ll.t. En fait, Ia precision et les bonnes proprietes de 
phase de Ia formulation de Galerkin disparaissent pour des valeurs relative­
ment modestes du pas de temps ll..t. En particulier, Ia propriete CFL unitaire 
(solution exacte aux noeuds pour un nombre de Courant unitaire) n'est pas 
obtenue en combinant elements finis lineaires et schemas temporels explicites 
ou implicites d'ordre deux. Cette degradation des performances des elements 
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finis des que le nornbre de Courant croit est particulierement decevante si l'on 
compare elements finis et differences finies. On sait, en effet, que la plupart des 
schemas par differences finies de precision temporelle d 'ordre deux possedent 
Ia propriete CFL unitaire. 

Morton et Parrott ont ete les premiers a analyser en detail les raisons de 
ce mariage difficile entre elements finis lineaires et schemas temporels du sec­
ond ordre. lis ont, en particulier, bien mis en evidence le fait qu'un aspect 
critique de la resolution de problemes transitoires de convection par elements 
finis est !'obtention d'un coup/age adequoit entre la discretisation spatiale et la 
discretisation ternporelle. 

Pour realiser ce couplage, Morton et Parrott ont repris !'approche Petrov­
Galerkin qui s'etait revelee si fructueuse pour stabiliser les problemes station­
naires de convection-diffusion et ont suggere de considerer, en association avec 
chaque schema tempore!, une classe particuliere de fonctions de ponderation 
rnodifiees de maniere a fournir une bonne precision globale [MPA 80]. Prenant 
le cas du schema d'Euler, et designant par un(x) la solution approchee recher­
chee, soit 

un(x) = L Uj Wj(x), 
i 

la formulation Petrov-Galerkin relative a l'Eq. ( 44) s'ecrit 

(46) 

(47) 

ou Wj est la fonction de ponderation modifiee. Pour combiner la precision elevee 
de la methode de Galerkin standard lorsque le nombre de Courant II-+ 0 avec 
l'exigence d'obtenir la solution exacte pour 11 -+ 1, Morton et Parrott ont 
propose de definir Wj par la combinaison lineaire 

Wj = (1- p)wi + PX.i (48) 

ou Xi est une fonction test speciale ayant le rneme support que que la fonction de 
ponderation de Galer kin w; et calibree de maniere a obtenir la solution exacte 
de !'equation lineaire de convection a l'aide d'un maillage uniforme d'elements 
lineaires lorsque 11 = 1. Le parametre p depend de 11 et doit satisfaire les 
conditions p(O) = 0 and p(l) = 1. Le schema resultant donne !'equation 
discrete 

caracterisee par une modification de la matrice de masse qui passe de Ia forme 
Galerkin classique pour p = 0 ala matrice unitaire typique des differences finies 
pour p = 1. Le choix p = 11 donne un schema precis au second ordre, appele 
EPGI, qui contient un operateur spatial de type Lax-Wendroff et qui est stable 
pour !11! ~ 1. 

D'autre part,le choix p = 112 dans le mernbre de gauche de l'Eq. ( 49) combine 
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avec p = v dans le membre de droite conduit a un schema appele EPGII qui 
est precis au troisieme ordre et stable pour lvl ~ 1. 

Des formulations semblables ont ete proposees par Morton et Parrott en re­
lation avec les schemas de discretisation temporelle leap-frog et Crank-Nicolson. 
On consultera la reference (MPA 80] pour les details relatifs a Ia construction 
des fonctions de ponderations associees aces schemas temporels. 

L'approche Petrov-Galerkin de Morton et Parrott fournit des schemas pour 
la convection transitoire en une dimension qui ont des proprietes superieures 
a celles des methodes de differences finies du second ordre. Toutefois, cette 
approche ne possede pas les proprietes de conservation de Ia formulation de 
Galerkin. En outre, sa generalisation en vue du traitement de problemes mul­
tidimensionnels et non lineaires n'est pas evidente. 

Neanmoins, Ia methode Petrov-Galerkin decrite ci-dessus a une importance 
historique en ce sens qu'elle a aborde pour Ia premiere fois le probleme de 
!'integration temporelle des equations hyperboliques du premier ordre en liai­
son avec une discretisation spatiale par elements finis, mettant ainsi bien en 
evidence I 'interconnection entre discretisations spatiale et temporelle de ces 
problemes. 

3.4 Methode Taylor-Galerkin 

Un developpement ulterieur des principes de base de Ia methode Petrov-Galer­
kin de Morton et Parrott a conduit ala methode Taylor-Galerkin introduite par 
Donea (DON 84]. Dans cette methode, qui represente une generalisation aux 
elements finis des techniques du type Lax-Wendroff, la discretisation temporelle 
precede la discretisation spatiale et est predisposee pour etre combinee a. la 
precision spatiale du quatrieme ordre fournie par Ia methode de Galerkin dans 
le cas d'elements finis lineaires (DQS 87]. Nous commencerons par decrire 
un schema explicite de Taylor-Galerkin a un pas et du troisieme ordre par 
rapport au temps, pour passer ensuite a Ia presentation d'un schema en deux 
pas egalement precis au troisieme ordre et particulierement interessant pour les 
problemes non lineaires multidimensionnels (SEL 87]. 

3.4.1 Schema Euler-Taylor-Galerkin 

Contrairement ala procedure classiquement suivie dans Ia methode des elements 
finis appliquee aux problemes transitoires ou la discretisation spatiale precede 
Ia discretisation temporelle, commen<;ons par discretiser par rapport au temps 
I' equation u1 + V · f( u) = 0, en laissant la variable spatiale x continue. Le 
developpement en serie de Taylor par rapport au temps conduisant au schema 
explicite d'Euler fournit 

un+l = Un +at U~ + ~(at) 2 U~1 + i(at)3 U~u + 0 [(at)4
] (50) 

En utilisant !'equation de depart et ses derivees successives par rapport au 
temps, on constate que (cf. egalement (MOR 87]) 
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uu = -ot[V ·f(u)] = -V · [cM(u)] 

= -V · (a(u)ut] = -V · (a(u) (-V ·f(u))] (51) 

= V · (a(u) V · f(u)] 

ou a(u) = df(u)fdu, et, par consequent: 

Uttt = (~t )- 1 [u~/ 1 - U~tl 
= (~t )- 1v. [(a V · f)"+ 1 - (a V ·f)"] (52) 

Le terme du troisieme ordre dans !'expression (52) a ete ecrit sous la forme 
mixte temporelle-spatiale pour eviter la presence de derivees spatiales du troi­
sieme ordre qui exigeraient la continuite C1 de l'espace d'interpolation. En 
introduisant les expressions (51) et (52) dans la serie de Taylor (50) et en appli­
quant ensuite la formulation standard de Galer kin, on obtient apres integration 
par parties et quelques rearrangements le schema 

+ i~t ([(a V · f)"+ 1
- (a V ·f)"], Vw) 

= - (V · f", w)- ~~t (a" V · f", Vw) 

= - (V · f", w + ~~t a"· Vw) (53) 

ou f" = f(u"), a"= a(u"), (a V ·f)"= a(u") V · f(u"), etc .. Le second terme 
dans le membre de gauche de l'Eq. (53) est le terme responsable de la precision 
du troisieme ordre. Ce terme introduit une modification de la matrice de masse 
qui depend non lineairement de u" et u"+ 1 dans le cas d'une equation de 
conservation. Si on considere le cas simple de !'equation de convection lineaire 
a coefficient constant ut +a· Vu = 0, le schema Euler/Taylor-Galerkin (53) 
se reduit a 

= - (a · V u", w + ~ ~t a · V w) (54) 

u ne integration par parties a ete utilisee pour obtenir les relations (53) et 
(54), si bien que des termes de surface doivent etre indus dans les relations en 
question. 

Pour le cas de la convection a une dimension traitee a !'aide d'elements 
lineaires, le schema suivant est obtenu: 

(1 + i{1- v 2)6 2
] (Uj+l - Uj) = -v~0Uj + ~v262 Uj (55) 

dont le facteur d 'amplification s'ecrit 

GE (C ) _ 1 -ivsin~- 2v2sin2 !~ 
TG "'' V - + 2 2 1- 3(1 - v2 )sin !~ 

(56) 

et donne Ia condition de stabilite lvl ~ 1. Ce schema est egalement connu 
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sous le nom de methode Lax-Wendroff/Taylor-Galerkin [DQS 87]. Ses pro­
prietes numeriques sont presentees a la Fig. 3, sous la forme de diagrammes 
polaires d'erreurs de phase et d'amplitude. La comparaison avec la methode 
Galerkin Caracteristique (ou Semi-Lagrangienne) montre que la phase est e­
xacte dans les deux methodes pour v = ~ et v = 1, et que l'erreur de phase est 
pratiquement identique, le schema Taylor--Galerkin etant legerement inferieur 
dans l'intervalle ~ < v < 1. Ainsi, en plus de leur stabilite inconditionnelle, 
les methodes Semi-Lagrangienne et Galerkin Caracteristique fournissent une 
discretisation du troisieme ordre. 

3.4.2 Schema du troisieme ordre a deux pas 

Dans ce paragraphe nous decrirons un schema Taylor-Galerkin d'ordre trois 
utilisable en pratique dans la resolution de problemes hyperboliques non line­
aires et multidimensionnels. L'idee de base de ce schema consiste a obtenir une 
precision du troisieme ordre par rapport au temps a l'aide d'une procedure a 
deux pas due a Selmin (SEL 87] et qui s'ecrit 

(57) 

(58) 

oil la valeur du parametre a est provisoirement laissee libre. En fait, tandis que 
les autres coefficients dans (57-58) prennent la valeur necessaire pour obtenir 
une precision du troisieme ordre par combinaison des deux pas, le parametre a 
n'affecte que le coefficient du terme du quatrieme ordre dans le developpement 
en serie global. 

En consequence, la valeur de ce parametre affectera le facteur d'amplification 
du schema resultant mais pas sa phase. On pourra done tirer profit du degre 
de liberte disponible en imposant que la reponse en phase du schema a deux 
pas coincide avec celle du schema Euler/Taylor-Galerkin (54) en application a 
}'equation lineaire de convection [SEL 87]. La version completement discretisee 
des Eqs. (57-58) s'ecrit dans le cas de !'equation lineaire de convection a une 
dimension: 

[1 + i82] (un- un) 

[1 + i82] (un+l - un) 

-3vilaUn + av282Un 

-vilaUn + ~v2 82 Un 

(59) 

(60) 

si bien que le facteur d'amplification du schema parametrise a deux pas est 
donne par la relation: 

G (
c . ) _ 

1 
-ivsine- 2v2sin2 !e c(e, v; a) 

TTG ._, ll, 0' - + 2 · 2 
1- 3sm ~e 

(61) 

oil 

(62) 
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Figure 3: Proprietes numeriques de Ia methode Euler/Taylor-Galerkin pour 
diverses valeurs du nombre de Courant: (6) v = 0.25, (D) v = 0.5, (0) v = 
0.75, (x) v = 1. 

On verifie aisement que 

GTTa(~, v; i) = G~a(~, v)R(~, v) (63) 

ou R( ~, v) est une fonction reelle donnee par 

(64) 

Ainsi, pour a = i Ia procedure a deux pas (59-60) reproduit exactement 
les excellentes proprietes de phase du schema Euler/Taylor-Galerkin a un 
pas. La condition de stabilite numerique du schema a deux pas est donnee 
par lvl ~ ../3/2. La figure 4 montre les diagrammes d'erreur de phase et 
d'amplitude du schema du troisieme ordre a deux pas. Le nouveau schema 
est plus dissipatif que Ia version a un pas, mais Ia difference est negligeable 
pour toutes les longueurs d'onde, sauf lorsque le nombre de Courant vest tres 
proche de Ia limite de stabilite. 

Un point important qu'il convient de souligner est que, meme a deux et trois 
dimensions, les proprietes de phase du schema Taylor-Galerkin du troisieme 
ordre a un pas peuvent etre reproduites exactement par Ia procedure a deux 
pas. En outre, Ia condition de stabilite du schema a deux pas pour les cas bi- et 
tri-dimensionnels est pratiquement identique a celle du cas monodimensionnel. 
En fait, en introduisant le vecteur nombre de Courant v = (vx, Vy ), on demontre 
que le domaine de stabilite numerique de Ia version a deux dimensions du 
schema (59-60) avec a= i ne depend que tres marginalement de !'orientation 
du vecteur v [SEL 87]: le domaine de stabilite cotncide pratiquement avec le 
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cercle de rayon /3/2 ( = 0.866), a !'exception d'un leger aplatissement dans 
la direction de la diagonale Vx = Vy pour laquelle la limite de stabilite s'ecrit 

•">~5,. .o:g• .~· • ••• 
0 • • • . " . . 

• I : \ . . . . . . • • . . . . . . .. 
Relative Phase Error 

Amolification Factor 

Figure 4: Proprietes numeriques de la methode Taylor-Galerkin du troisieme 
ordre a deux pas pour diverses valeurs du nombre de Courant: (.6) v = 0.25, 
(D) v = 0.5, (Q) v = 0.75. 

lvl < 0.854 (voir Fig. 5.). Ce resultat est a comparer ala forme du domaine 
de stabilite du schema Euler /Taylor-Galerkin a un pas qui, comme la methode 
des differences finies de Lax-Wendroff, depend fortement de la direction de v, 
et implique, en consequence, une reduction drastique de la limite de stabilite 
qui se reduit a lvl < 1/(2J2) en 20 et lvl < 1/(3v'3) en 3D. Ainsi, tout en 
rendant la methode Taylor-Galerkin du troisieme ordre praticable pour la re­
solution de problemes non lineaires, le schema a deux pas presente l'avantage 
ulterieur de posseder un domaine de stabilite numerique pratiquement isotrope 
pour les problemes multidimensionnels. 

Pour conclure, nous indiquerons la forme prise par le schema a deux pas 
dans le cas de !'equation de conservation non lineaire Ut + V · f(u) = 0. Dans 
ce cas, le schema s'ecrit: 

(i.in- un' w} / 6-t 

(un+l- un, w) /6-t 

~ (f(un)- ~6-ta(un) V · f(un), Vw) 

(f(un)- ~6-ta(iin) V ·f(iin), Vw) 

(65) 

(66) 

On notera que dans le schema a deux pas, l'effet de la matrice de masse modifiee, 
qui depend de la solution elle-meme, est obtenu par une double application de 
la matrice de masse consistante usuelle. Bien entendu, des termes de frontiere 
appropries doivent etre indus dans le membre de droite des deux equations, 
comme deja indique pour le schema a un pas. 
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v, 

Figure 5: Domaines de stabilite numerique des schemas Taylor-Galerkin et 
Lax-Wendroff pour !'equation de convection a deux dimensions. 

3.5 Methodes des Moindres Carres 

3.5.1 Methode basee sur les caracteristiques 

La premiere methode des moindres carres que nous decrirons repose sur !'uti­
lisation des caracteristiques pour resoudre !'equation lineaire de convection 

Ut + a(x, t) · Vu = 0 (67) 

a !'aide d'un maillage d'elements finis non--structure. Representons Ia solution 
approchee un(x) au temps tn sous Ia forme 

un(x) = L up Wj(X) 
j 

La solution au temps tn+l est donnee par 

U.;'+ 1(x) = un(X) 

(68) 

(69) 

ou le deplacement X obtenu par integration de tn+l a tn de la caracteristique 
est approxime par 

(70) 

L'indice *, qui caracterise Ia solution a tn+l, a ete introduit pour indiquer 
explicitement que la solution obtenue en (69) par translation pure des donnees 
initiales n'appartient pas a l'espace d'interpolation sous-tendu par les fonctions 
de forme {wi(x)}. En vue d'exprimer la solution un+l(x) dans cet espace 
comme en (67), on peut utiliser la methode des moindres carres [CLI 90] pour 
minimiser Ia difference entre un+l(x) et u_;>+1(x), a savoir, 

(71) 



246 Revue europeenne des elements finis. Vol. 1 - n° 3/1992 

ce qui conduit par variation de l'inconnue un+l(x) a 

1n [un+1(x)- u:+ 1(x)]6un+ 1(x) dO= 0 (72) 

Compte-tenu du developpement (68) pour un+1(x) et de l'Eq. (69), l'integrale 
(72) prend Ia forme 

~ uj~+l J Wj'(x) Wj(x) dO=~ Vi': J Wj'(X) Wj(x) dO (73) 
J J 

oil X = x - a(x, tn+l )~t. Dans le cas de coefficients constants, on peut 
montrer que cette expression est equivalente a celle que delivre Ia methode 
Galerkin-Caracteristique, pour autant que les integrales soient evaluees exacte­
ment. Etant donne que dans les applications pratiques, ces integrales ne peu­
vent etre evaluees que numeriquement, il en resulte que des regles d'integration 
d'ordre eleve sont requises pour le calcul des integrales figurant au membre de 
droite de l'Eq. (73). Ceci represente un aspect critique de Ia methode, en par­
ticulier lorsque des fonctions de forme d'ordre polynomial faible sont utilisees 
[CLI 90). II reste neanmoins le resultat interessant que Ia methode Galerkin­
Caracteristique peut etre interpretee, tout au moins en application a !'equation 
lineaire de convection, comme etant une methode de moindres carres. 

3.5.2 Methode de Carey et Jiang 

Une methode de moindres carres tres interessante pour les problemes transi­
toires de convection a ete proposee par Carey et Jiang [CAJ 88). Dans ce para­
graphe, nous presenterons une version de cette methode adaptee a Ia resolution 
de problemes lineaires. 

Considerons !'equation lineaire de convection 

ut+a(x)·Vu=O (74) 

et Ia fonctionnelle quadratique (instantanee) associee 

I(t) = fo[ut +a· Vu) 2 dO (75) 

Si !'equation de depart est discretisee par rapport au temps a !'aide du schema 
moyen 8, Ia fonctionnelle (75) est donnee a !'instant tn+9 par 

1 [un+l un ]2 
Jn+B = 

0 
~~ + 8 a· Vun+l + (1- 8) a· Vun dQ (76) 

Clairement, 8 = 0 correspond au schema explicite d'Euler, 8 = ~ au schema 
de Crank-Nicolson et 8 = 1 au schema implicite d'Euler. Bien entendu, seul 
le choix 8 = ~ donne une precision du second ordre par rapport au temps. 
En minimisant Jn+9 par rapport a Ia variation de l'inconnue un+l, on obtient 
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l'equation aux moindres carres (toujours continue par rapport aux variables 
d'espace) 

L [un+:~un +Ba·Vun+ 1 +(1-B)a·Vun] 

X [6un+l + B~t a· V(6un+ 1)] dQ = 0 (77) 

En exprimant la variation 6un+l en termes de la fonction de ponderation w, 
l'Eq. (77) fournit 

\un+:~un +Ba·Vun+ 1 ,w+B~ta·Vw) 
= -(1- B) (a· Vun, w + B~t a· Vw) (78) 

L'equation (78) peut egalement s'ecrire sous la forme incrementielle compacte 
suivante 

([1 + B~t a· V](un+l- un), [1 + B~t a· V]w) 

= -~t (a· Vun, [1 + B~t a· V]w) (79) 

qui montre bien le caractere symetrique de l'operateur implicite engendre par 
la methode des moindres carres. En une dimension et pour des elements finis 
lineaires, !'equation (79) fournit le schema discret suivant 

et on demontre que ce schema est inconditionnellement stable pour ~ ~ B ~ 1 
[CAJ 88]. La Fig. 6 illustre les proprietes du schema (80) pour B = ~ et B = 1. 

Relative Phase Error Amplification Factor 

Relative Phase Error Amplification Factor 

Figure 6: Proprietes de la methode moindres carres /Crank-Nicolson pour 
B = 1/2 (haut) et B = 1 (bas), pour diverses valeurs du nombre de Courant: 
(6.) v = 0.25, (D) v = 0.5, (0) v = 0.75, (x) v = 1, (+) v = 1.25, (*) v = 1.5. 
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Le schema moindres carres/Crank-Nicolson (MC/CN) possede une reponse en 
phase precise pour autant qu 'il so it utilise dans l'intervalle 11 ~ 1. Par ailleurs, 
le schema completement implicite (MC/CI) possede une reponse en phase tres 
mediocre, sauf pour des valeurs faibles du nombre de Courant et son utilisation 
n'est envisageable que pour le calcul de solutions stationnaires. 

3.5.3 Autres methodes de moindres carres 

Une methode tres precise pour le traitement de problemes transitoires de 
convection a ete introduite recemment par Park et Liggett [PAL 90]. Cette 
methode combine les concepts Taylor-Galerkin et moindres carres et est du 
quatrieme ordre par rapport au temps. Pour Ia discretisation spatiale, Park 
et Liggett utilisent des elements finis a interpolation cubique (polynomes de 
Hermite). 

Nous terminerons cette section consacre aux methodes de moindres carres 
pour le traitement de problemes transitoires de convection en mentionnant une 
methode d'e!ements finis de type espace-temps proposee par Nguyen et Reynen 
(NGR 84]. Cette methode est fondamentalement differente des methodes de 
moindres carres decrites precedemment en ce sens que Ia fonctionnelle quadra­
tique associee comporte une integrale etendue a l'espace et au temps. Le schema 
resultant de I 'utilisation d' elements line aires, est inconditionnellement sta­
ble et precis au second ordre. Les proprietes de Ia methode moindres carres 
espace-temps sont illustrees a Ia Fig. 7. En comparant les figures 6 et 7, on 
constate que !'approche espace-temps donne un schema moins precis et plus 
dissipatif que le schema moindres carres obtenu en utilisant des le depart Ia 
discretisation de Crank-Nicolson. Pour cette raison, Ia methode des moindres 
carres espace-temps n'est pas recommandee pour Ia resolution de problemes de 
convection pure. Par contre, elle donne de bons resultats pour les problemes 
de convection-diffusion. 

Relative Phase Error Amolification Factor 

Figure 7: Proprietes de Ia methode moindres carres/ espace-temps pour di­
verses valeurs du nombre de Courant: (.6) 11 = 0.25, (D) 11 = 0.5, (0) 11 = 0.75, 
(x) II= 1, (+)II= 1.25, (*)II= 1.5. 



Methodes d'elements finis 249 

References 

(BER 81] J. P. Benque and J. Ronat, Quelques difficultes des modeles 
numeriques en hydraulique, Fifth Intern. Symp. on Computing Me­
thods in Applied Sciences and Engineering, INRIA, December 1981, 
Versailles, France. 

(BIK 82] J. P. Benque, B. lbler, A. Keramsi and G. Labadie, A new finite 
element method for the N a vier-Stokes equations coupled with a 
temperature equation, in Proc. Fourth Int. Symp. on Finite Element 
in Flow Problem, Ed. T. Kawai, North-Holland, 1982, 295-301. 

(BRH 80] A.N. Brooks and T .J .R. Hughes, Streamline upwind/Petrov­
Galerkin methods for advection dominated flows, Proc. Third Inter­
nat. Con£. on Finite Element Methods in Fluid Flow, Banff, Canada, 
1980. 

(BRH 82] A.N. Brooks and T.J.R. Hughes, Streamline upwind/Petrov­
Galerkin formulations for convection dominated flows with particu­
lar emphasis on the incompressible N avier-Stokes equations, Comp. 
Meths. Appl. Mech. Engng., 32 (1982), 199-259. 

(CAJ 88] G. F. Carey and B. N. Jiang, Least-squares finite elements for first­
order hyperbolic systems, Int. J. Numer. Meths. Eng. 26 (1988) 
81-93. 

[CGM 76] I. Christie, D.F. Griffiths, A.R. Mitchell and O.C. Zienkiewicz, Fi­
nite element methods for second order differential equations with 
significant first derivatives, Internat. J. Numer. Methods Engng., 
10 (1976), 1389-1396. 

[CHR 85] I. Christie, Upwind compact finite difference schemes, J. Comput. 
Physics, 59 (1985), 353-368. 

(CLI 90] C. W. Li, Least square-characteristics and finite elements for 
advection-dispersion simulation, Int. J. Numer. Meths. Eng. 29 
(1990), 1343-1364. 

(CUM 80] M. J. P. Cullen and K. W. Morton, Analysis of evolutionary error 
in finite element and other methods, J. Comput. Phys. 34 (1980) 
245-267. 

[DON 84] J. Donea, A Taylor-Galerkin method for convective transport prob­
lems, Int. J. Numer. Meths. Eng. 20 (1984) 101-120. 

(DON 91] J. Donea, Generalized Galerkin methods for convection dominated 
transport phenomena, Appl. Mech. Rev., 44 (1991), 205-214. 



250 Revue europeenne des elements finis. Vol. 1 - n° 3/1992 

[DOQ 92] J. Donea and L. Quartapelle, An introduction to finite element me­
thods for transient advection problems, Comp. Meths. Appl. Mech. 
Engrg., 95 (1992), 169-203. 

[DQS 87] J. Donea, L. Quartapelle and V. Selmin, An analysis of time dis­
cretization in the finite element solution of hyperbolic problems, 
J. Comput. Phys. 70 (1987) 463-499. 

[GRM 79] D.F. Griffiths and A.R. Mitchell, On generating upwind finite ele­
ment methods, Finite Element Methods for Convection Dominated 
Flows, ed. T.J.R. Hughes, AMD Vol. 34, ASME, New York, 1979. 

[HBR 79] T.J .R. Hughes and A. Brooks, A multidimensional upwind scheme 
with no crosswind diffusion, Finite Element Methods for Convection 
Dominated Flows, ed. T.J.R. Hughes, AMD Vol 34, ASME, New 
York, 1979. 

[HFH 89] T.J .R. Hughes, L.P. Franca and G.M. Hulbert, A new finite element 
formulation for computational fluid dynamics: VIII. The Galerkin/ 
Least-squares method for advective-diffusive equations, Comput. 
Meths. Appl. Mech. Eng. 73 (1989) 173-189. 

[HHZ 77] J .C. Heinrich, P.S. Huyakorn, O.C. Zienkiewicz and A.R. Mitchell, 
An 'upwind' finite element scheme for two-dimensional convective 
transport equation, Int. J. Numer. Meths. Engrg., 11 (1977), 134-
143. 

[HMA 86] T. J. R. Hughes and M. Mallet, A new finite element formulation for 
computational fluid dynamics: III. The generalized streamline op­
erator for multidimensional advection-diffusion systems, Comput. 
Meths. Appl. Mech. Eng. 58 (1986) 305-328. 

[HUG 89] T.J .R. Hughes, New directions in computational mechanics, Nuclear 
Eng. and Design 114 (1989) 197-210. 

[HZI 79] J .C. Heinrich and O.C. Zienkiewicz, The finite element method and 
'upwinding' techniques in the numerical solution of convection dom­
inated flow problems, Finite Element Methods for Convection Dom­
inated Flows, ed. T.J.R. Hughes, AMD Vol. 34, ASME, New York, 
1979. 

[MOR 85] K. W. Morton, Generalized Galerkin methods for hyperbolic prob­
lems, Comput. Meths. Appl. Mech. Eng. 52 (1985) 847-871. 

[MOR 87] K. W. Morton, Finite element methods for hyperbolic equations, in 
Finite Elements in Physics, R. Gruber, Ed., North-Holland, Ams­
terdam, 1987. 



Methodes d'elements finis 251 

(MPA 80] K. W. Morton and A. K. Parrott, Generalized Galerkin methods 
for first-order hyperbolic equations, J. Comput. Phys. 36 (1980) 
249-270. 

(NGR 84] H. Nguyen and J. Reynen, A space-time least-squares finite element 
scheme for advection-diffusion equations, Comput. Meths. Appl. 
Mech. Eng. 42 (1984) 331-342. 

(PAL 90] N .-S. Park and J. A. Liggett, Taylor-least squares finite element 
for two-dimensional advection dominated advection-diffusion prob­
lems, Int. J. Numer. Meths. Fluids 11 (1990) 21-38. 

(PIR 82] 0. Pironneau, On the transport-diffusion algorithm and its applica­
tion to the Navier-Stokes equations, Numer. Math. 38 (1982) 309-
332. 

(PIR 88] 0. Pironneau, Methodes des Elements Finis pour les Fluides, Mas­
son, Paris, 1988. 

(PUS 84] J. Pudykiewicz and A. Staniforth, Some properties and comparative 
performance of semi-Lagrangian method of Robert in the solution of 
the advection-diffusion equation, Atmos. Ocean 22 (1984) 283-308. 

(ROB 81] A. Robert, A stable numerical integration scheme for the primitive 
meteorological equations, Atmos. Ocean 19 (1981) 35-46. 

(ROB 82] A. Robert, A semi-Lagrangian and semi-implicit numerical integra­
tion scheme for the primitive meteorological equations, J. Meteorol. 
Soc. (Jpn.) 60 (1982) 319--325. 

(SEL 87] V. Selmin, Third-order finite element schemes for the solution of 
hyperbolic problems, INRJA Report 707, 1987. 

(SHY 85] W. Shyy, A study of finite difference approximations to steady­
state, convection-dominated flow problems, J. Comput. Physics, 57 
(1985), 415-438. 

[STC 90] A. Staniforth and J. Cote, Semi-Lagrangian integration schemes and 
their application to environmental flows, Lecture Notes in Physics, 
Springer-Verlag, New York, 1990. 

[STF 73] G. Strang and G. J. Fix, An Analysis of the Finite Element Method, 
Prentice-Hall, New Jersey, 1973. 

[STP 85] A. Staniforth and J. Pudykiewicz, Reply to comments on and 
addenda to "Some properties and comparative performance of 
semi-Lagrangian method method of Robert in the solution of the 
advection-diffusion equation", Atmos. Ocean 23 (1985) 195-200. 



252 Revue europeenne des elements finis. Vol. 1 - n° 3/1992 

[SWE 74] B. Swartz and B. Wendroff, The relation between the Galerkin and 
collocation methods using smooth splines, SIAM J. Numer. Anal. 
11 (1974) 1059-1068. 

[TSS 89] M. Tanguay, A. Simard and A. Staniforth, A three-dimensional 
semi-Lagrangian integration scheme for the Canadian regional 
finite-element forecast model, Mon. Weather Rev. 117 (1989) 1861-
1871. 




