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RESUME. Une methode d'elements finis unifiee est presentee pour simuler les ecoulements 
bidimensionnels de fluides compressibles visqueux et les ecoulements a surface libre de 
faibles profondeurs. les equations de Navier-Stokes ( resp. de Saint-Venant) sont formulees en 
termes de variables dependantes: Ia vitesse etle logarithme de Ia densite (resp. de Ia hauteur 
d'eau totale). Cela montre en particulier Ia necessite d'utiliser une formulation variationnelle 
stable pour l'equation de continuite dans le cas d'ecoulements rapides. Nous proposons une 
methode designee par l'acronyme SUFL (pour Stream-Line Upwinding Flux Limiting 
Method) qui permet de stabiliser laformulation classique de Galerkin. Celle-ci est basee sur 
Ia combinaison de deux methodes: SUPG (Stream-line Upwinding Petrov-Galerkin Method) 
et les techniques qui utilisent Ia notion de limiteur de flux. Des simulations numeriques 
d'ecoulements transsoniques et transcritiques autour d'un profil NACA-0012 sont presentees 
qui montrent la possibilite d'atteindre avec Ia methode SUFL des nombres de Reynolds 
relativement eleves. 

ABSTRACT. A unified finite element method for the computation of two dimensional 
compressible viscous and free surface flows is presented. The Navier-Stokes (resp. Shallow­
Water) equations are solved in terms of the dependent variables velocity and cr which is the 
logarithm of the density (resp. of the head water). It is particulary shown that it is necessary 
to use stable variational formulation at least for the continuity equation to avoid any 
oscillations in case of rapid flows. The method proposed herein combines the ideas behind 
Stream-Line Upwinding Petrov Galerkin Method and Flux limiting methods in order to 
introduce a stabilisation mechanism only where it is required. Numerical computations of 
relatively high Reynolds number (2000- 10000) two-dimensional transonic and transcritical 
flows around a NACA-0012 airfoil exhibit a progression from a steady to periodic vortex 
sheding flows. 

MOTS-cLt.s : elements finis, Navier-Stokes, Saint-Venant, « stream-line Upwinding Petrov 
Galerkin method» (SUPG), limiteurs de flux. 
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1. Introduction 

Dans cet article, nous presentons quelques resultats de la simula­
tion bidimensionnelle des ecoulements compressibles visqueux et 
des ecoulements possedant une surface libre. 
L'expose est principalement centre sur le developpement de for­
mulations variationnelles stables. 

Notre objectif est de developper une methode unifiee d'elements 
finis applicable pour les ecoulements compressibles visqueux et 
les ecoulements a surface libre, en profitant de l'analogie mathe­
matique qui existe entre les deux types d'ecoulements. Nous 
discuterons du choix du type d'elements, du type des variables 
dependantes utilisees ainsi que des methodes de stabilisation in­
troduites pour traiter des ecoulements a nombres de Reynolds et 
de Mach ou de Froude cleves. Notre apport sera le developpement 
d'une methode de stabilisation appelee S.U.F.L, en combinant les 
teclmiques des limiteurs de flux avec la methode de decentrage 
SUPG de Hughes et Mallet [1]. 

2. Formulation d u probleme 

Les equations generales de la mecanique des fiuides traduisent 
les principes fondamentaux de la mecanique et de la thermody­
namique, a savoir la conservation de la masse, de la quantite de 
mouvement et de l'energie. Dans le cas d'un fiuide Newtonien, 
ces lois de conservation sont traduites par les equations de Navier­
Stokes; rappelons ici que !'application de ces equations a un fiuide 
incompressible et a un ecoulement a surface libre de faible pro­
fondeur donne les equations de Saint-Venant. 

Soit n, un borne de JR2 ou JR3 , le domaine considere et soit r =an 
sa frontiere. Les equations de N avier-Stokes sous la forme non 
conservative et adimensionnelle que nous utiliserons, sont donnees 
par: 
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(2.1a) ~ + _!!.gmd p + pdiv .!! = 0 , 

(2.1b) p( a: + _!!.gmd .!!) - div ~ + gmd p = [_ , 

(2.1c) 

ou pest la densite,.!! la vitesse, p la pression, f les forces externes, 
T la temperature, Re le nombre de Reynolds, 1 le rapport des 
chaleurs specifiques, Pr le nombre de Prandlt et 4» la fonction 
de dissipation visqueuse. Le tenseur des contraintes visqueuses !. 
s'exprime comme suit: -

ou g est le delta de Kronecher. 

Afin d 'obtenir une formulation complete du point de vue 
mathematique, il faut ajouter ace systeme d'equations (2.1)-(2.2) 
les conditions aux limites et les conditions initiales. 

A ces equations de base de la mecanique des fiuides s'ajoute une 
equation d'etat thermodynamique decrivant le fiuide et offrant 
une fermeture au systeme d'equations (2.1). Dans le cas des 
ecoulements compressibles, cette equation donne une relation en­
tre les variables d'etat p, pet T qui representent respectivement 
la pression, la masse volumique et la temperature. Cette equation 
s 'exprime ainsi: 

(2.3) F(p, p, T) = 0 . 

Dans le cas limite des ecoulements incompressibles, cette equation 
d'etat correspond a p = constante; soit d'apres !'equation (2.1a) 
div.!! = 0. 
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D'autre part, une identification correcte des variables d'etats p, p 
et T, permet au systeme d'equations (2.1) de decrire aussi bien les 
ecoulements a surface libre dans le cas bidimensionnel. Ainsi, p 
n'est nul autre que la hauteur d'eau totale, pest assimile ala pres­
sion induite par la colonne d'eau et T represente la temperature ou 
toute autre propriete physique ou materielle integree sur la pro­
fondeur (i.e. salinite, concentration de sediments, etc). En effet, 
en utilisant la notation H pour la profondeur du fond au dessous 
d 'un plan de reference et 1J pour le niveau de la surface libre au 
dessus du plan de reference, nous obtenons les relations: 

et 

p=(H+TJ) 

(H+TJ)2 
p=g 

2 

ou g est !'acceleration de la gravite. 

L'equation d'etat (2.3) serait, dans le cas des ecoulements a surface 
libre, definie par: 

p2 
p=g-

2 

Les equations de Saint-Venant sont alors: 

(2.4a) 
8(H + TJ) . 

fJt + y_.rud (H + TJ) + (H + 7J)d1v y_ = 0 , 

(2.4c) 

ou c est le coefficient de Chezy representant les frottements du 
fond. 
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De cette presentation generale des equations de la quantite de 
mouvement et de continuite, nous concluons que toute methode 
numerique permettant de resoudre les ecoulements compressibles 
est aussi appropriee pour les ecoulements a surface libre ( tou­
jours dans le cas bidimensionnel). L'existence d'une analogie en­
tre les fluides compressibles et a surface libre, certes bien con­
nue, n'a pas ete exploitee suffisamment dans le contexte du calcul 
numerique. 11 est reconnu que les caracteristiques particulieres 
des ecoulements de gaz tels les couches limites et les chocs sont 
generalement negliges en hydraulique ( comme pour les rivieres ou 
pour les lacs ... ). Cependant, en pratique, il arrive de rencontrer 
des ecoulements naturels fortement varies et rapides, du moins 
dans des regions localisees et done tres similaires aux ecoulements 
rapides des gaz et qui necessitent alors des methodes numeriques 
bien adaptees. 
Surles methodes d'elements finis classiques resolvant les equations 
de Saint-Venant, nous faisons reference a Dhatt et al. [2]. 

Remarque 2.1 

Si V represente le vecteur des variables dependantes, c'est-a-dire 
V = (y, p, T)t (ou encore V = (1!, (H + 77), T)t), la forme ma­
tricielle du systeme d'equations (2.1) (ou encore (2.4)) s'ecrit: 

(2.5) 

avec: Ai les matrices jacobiennes des flux de convection; 
K ij les matrices de diffusion; 
F le vecteur source. 

Cette forme de presentation du probleme sera utilisee, a quelques 
reprises, afin d'alleger les notations. 1 

Le point de depart de notre methode de resolution des equations 
de N avier-Stokes pour les fluides compressibles visqueux et des 
equations de Saint-Venant consiste en !'utilisation du changement 
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de variables: u = log p au lieu de p ( ou encore par u = log( H + TJ) 
au lieu de (H + TJ)). 

En divisant les termes de !'equation (2.1a) (ou encore (2.4a)) par 
p (ou encore par (H + 17)), qui est supposee strictement posi­
tive, et en utilisant le changement de variables, nous obtenons 
une forme interessante de !'equation de continuite (2.la) ou (2.4a); 
cette forme fait apparaitre en particulier un terme de convection 
en u (Bristeau et al [3]); 

(2.6) div !! + _y_.gr2d u + : = 0 . 

Il est clair d'apres !'equation (2.6) qu'il n'existe aucun pro­
cessus de diffusion qui controlerait le transport de u, specialement 
au niveau des zones de forts gradients comme les zones de chocs. 
En terme de variables!!, p, u et T, le systeme d'equations (2.1) 
( ou encore (2.4)) devient: 

(2.7a) d. au d 
- IV!£= at + !!·~ U, 

(2.7b) 

(2.7c) 

alors que !'equation d'etat qui relie maintenant u, pet T s'ecrit: 

(2.8) u = F(p, T). 

Par exemple, dans le cas d'un gaz parfait !'equation (2.8) s'ecrit: 
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p 
u = log ('y _ 1) T 

et dans le cas des ecoulements a surface libre on a: 

1 2p 
u =-log(-) 

2 g 

Comme nous sommes interesses a developper une methode 
d'elements finis unique approchant les solutions des systemes (2.1) 
et (2.4), nous considerons le probleme variationnel suivant: trou­
ver y_, u, p et T appartenant a des espaces appropries et satis­
faisant 

- b(l!, q) + ( q' :) + d( q' u) = 0 

(2.9) 
( 

~) 1 Q, e(f c); + c(y_, y_, Qe(f) + b(Q, p) + Re a(y_, Q) = ([_, Q) 

( t/Jecr, ~ + y_.gmd T) 
+ R:Pr (gmd t/J,gmd T)- (t;J,pdiv!! + cl>) = 0 

pour toutes fonctions test admissibles Q, q et t/J. leila notation ( ·, ·) 
signifie le produit scalaire dans L2(n). Pour une decomposition 
en elements, n =UK, nous utiliserons (·,·)K pour le produit 
scalaire L 2(K). Les formes multilineaires a(·,·), b(-,·) etc(·,·,·) 
dans !'equation (2.9) sont definies par: 

La forme bilineaire d( q, u) sera ecrite en plusieurs variantes 
dependemment de la discretisation de y_ · gmd u, compte tenu de 
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!'approximation de (J et eventuellement de la methode de decent­
rage utilisee. 
Quand !'expression de d( (J, q) correspond a une approximation 
centree de !! · rud (J; il est reconnu que des oscillations appa­
raissent pour des nombres de Reynolds et de Mach ou de Froude 
relativement faibles. Par exemple, en utilisant une formulation 
classique de Galer kin, d( (J, q) est simplement le produit scalaire 
(q,.Y, · rud (J) qui genere un schema centre. Afin d'eviter ces dif­
ficultes, nous allons utiliser des expressions modifiees de d( q, (J) 

contenant, d'une fa<;on ou d'une autre, une diffusion numerique. 

Remarque 2.2 

En utilisant maintenant la notation matricielle, le probleme vari­
ationnel (2.9) s'ecrit comme suit: 

ou W est le vecteur des fonctions de ponderation et K ij V:i = Fl 
le flux de diffusion dans la direction i. 1 

Nous nous interessons maintenant a !'equation (2.6), qui est une 
equation de transport pur. Nous devons alors la discretiser de 
maniere a eviter les instabilites associees aux schemas centres. 
Les termes de transport de quantite de mouvement et d' energie 
sont traites dans la section 4. 

Nous considerons cependant des elements triangulaires pour 
lesquels les composantes de la vitesse sont approchees par des 
polynomes continus du second degre alors que la temperature et 
les variables p et (J le sont par des polynomes lineaires continus. 
Ce choix d'approximations polynomiales mixtes permet de verifier 
la stabilite de !'element (i.e. condition inf -sup) dans les wnes de 
couches limites ou l'ecoulement est plutot incompressible (Fortin 
et Soulaimani [4]). D'autres types d'approximations sont auss1 
plausibles (Soulaimani et al [5) ). 
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3. Discretisation du terme !! · grnd u 

Cette section est consacree a la presentation de deux methodes 
de discretisation du terme de transport en u. La methode clas­
sique de stabilisation des schemas pour une equation de transport 
est inspiree des differences finies decentrees dans la direction du 
courant ( decentrage amont ). Pour le cas unidimensionnel, cela est 
bien etabli et revient a introduire une viscosite artificielle. Nous 
allons suivre cette voie pour aboutir a des methodes de decentrage 
pour le cas multidimensionnel. La premiere methode est basee sur 
la notion de derivee directionnelle. Dans la seconde, nous allons 
"marier" la methode de decentrage amont avec la methode de lim­
iteur de flux dans le but de controler la viscosite artificielle et ne 
1 'introduire que la ou elle est necessaire. 

3.1 Methode de derivee directionnelle 

Cette methode est basee sur le simple fait que le terme de convec­
tion peut etre interprete comme une derivee directionnelle. Cette 
derivee directionnelle sera calculee en chaque noeud par un schema 
de differences finies decentre le long de la direction !!· Considerons 
d'abord les notations suivantes: 

Soit u i la valeur de u au noeud i et ll!!i lila norme euclidienne 
de la vitesse en ce noeud. Nous notons aussi la projection amont 
Pi- (resp. aval Pi+) du noeud i sur la frontiere {)K ou !'element 
K fait partie des elements ayant en commun ce noeud i, tandis 
que hi- (resp. h/) est la distance entre le noeud i et le point 
Pi- (resp. Pi+), alors que Ui- (resp. ui+) est la valeur de u au 
point pi- (resp. pi+). 

a 
I 

En utilisant ces definitions, le flux amont au noeud i est defini 
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par: 

(3.1) 
Ui- (1~ 

(y_.gmd u); =II Yi II h~ ' 
' 

de fa~on similaire le flux aval est donne par: 

(3.2) 

A l'interieur de !'element K, une discretisation du flux est ex­
primee par une simple combinaision lineaire des flux nodaux: 

(3.3) +(1- a)(y.md u)t])dx 

oil la somme est etendue sur les sommets de K, ave~ qi 
1 'interpolation lineaire standard et le parametre a est choisi afin 
de controler la diffusion artificielle. Ainsi nous definissons la forme 
bilineaire d( ·, ·) dans !'equation (2.9) par: 

(3.4) d(q, u)vv = L (q, (y_.m:d u)h)K). 
K 

Cette methode n'est cependant precise qu'au premier ordre et 
elle est relativement diffusive. 11 est possible de construire des 
schemas d'ordre superieur en utilisant plus de points dans la di­
rection amont (Tabata et Yaoi [6]). 

3.2 Methode de decentrage amont avec limiteur de flux 
(Streamline Upwinding Flux Limiter method) (S.U.F.L.) 

La methode de decentrage amont basee sur une formulation de 
Petrov-Galerkin (SUPG) (Hughes et Mallet [1]) est devenue tres 



Une methode de decentrage de schemas d'elements finis 289 

populaire pour la resolution des equations de transport. Nous la 
considererons d'abord sous sa forme la plus simple. Nous allons 
par la suite essayer de lui incorporer l'idee de limiteur de flux. 
L'idee essentielle est de n'introduire la diffusion que lorsqu'elle est 
vraiment necessaire, puisque le decentrage modi:fie le probleme 
original et affecte par consequent la precision. Les methodes de 
limiteur de flux ont ete largement developpees dans le contexte 
des methodes de differences :finies et des volumes finis (Sweby 
(7]). Leurs principes consistent a calculer un detecteur de zones 
de forts gradients, siege potentiel d'oscillations, qui indique qu'il 
faut ajouter une quantite de viscosite artificielle au schema centre 
(qui lui est d'ordre superieur). Dans une methode SUPG, la forme 
bilineaire d( q, u) est definie par : 

d(q,u)su =in qy_.gr!!:d udx 

(3.5) +in ,B(y_.gr!!:d q)(div y_ + y_.gr!!:d u + ~: )dx 

Cette formulation est "consistante" dans le sens que le terme ad­
ditionnel s'annule pour la solution exacte de !equation (2.9). Dans 
!'equation (3.5), on prend habituellement le parametre ,8 = 2 1~11, 
ou h est une dimension caracteristique du maillage ( une fa~on sim­
ple pour la determiner consiste a la de:finir en chaque noeud par 
la distance minimale aux noeuds voisins). Le parametre ,8 sera 
plutot de:fini par ,8 = 21~11 (( r) ou r est le parametre detecteur 
d'oscillations de:fini pour chaque noeud i, en utilisant la notation 
de la section precedente, par: 

(3.6) 

Intuitivement, le detecteur ( ou encore le senseur) prendrait des 
valeurs negatives aux zones qui risqueraient d'etre affectees par 
les oscillations, indiquant ainsi qu'on peut ajouter le maximum 
possible de diffusion. A !'oppose, pour r ::::::: 1, cela indique une 
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zone de solution reguliere. Ainsi, la fonction (( r) prend sa valeur 
maximale pour r ~ 0 et doit s'annuler pour r ~ 1. Pour 0 ~ r ~ 1, 
plusieurs choix sont possibles a priori. Par exemple on peut 
adopter tout simplement (( r) = 1 - r. Dans le cas de schemas 
de differences finies unidimensionnels, on peut montrer que la 
fonction (( r) doit satisfaire certaines conditions afin de preserver 
l'ordre superieur de convergence (Sweby[7]). Nous allons plutot 
adopter la definition d 'une fonction ( ( r) doublement asymptotique 

(3.7) ((r)={l-.~. 

Remarque 3.1 

En integrant par parties d(q, u), comme defini dans !equation 
(3.5), on peut facilement montrer que le probleme correspondant 
a !'equation de continuite modifiee se recrit: 

div .Y. + : + y_.grnd u - div ({3y_( div .Y. + : + y_.~ad u)) = 0. 

La methode S.U.F.L est "residuelle" de la meme fac;on que la 
methode originale SUPG. Ainsi, elle maintient l'ordre superieur 
de convergence de la formulation de Galerkin (pour des solutions 
regulieres) tout en ameliorant la stabilite. De plus, la methode 
S.U.F.L est intrinsequement nonlineaire i.e. que le processus de 
stabilisation agit comme dans une methode de "capture de choc". 
Les zones de variations importantes de flux sont d'abord localisees, 
puis la diffusion est introduite pour lisser la solution. 1 

Remarque 3.2 

Plusieurs choix du detecteur et de la fonction de diffusion (( r) 
sont possibles, uniquement !'experience numerique peut vraiment 



Une methode de decentrage de schemas d'elements finis 291 

montrer leur performance relative. Ce choix doit cependant re­
specter le critere suivant: le detecteur et la fonction de diffusion 
doivent etre reguliers. 1 

4. Generalisation de Ia methode S.U.F.L. 

Jusqu'a present, nous avons discute de methodes de decentrage et 
nous avons montre leur application pour !'equation de continuite. 
Ces methodes definissent le gradient de densite dans la formu­
lation variationnelle afin d'eviter les instabilites. En effet, ces 
procedures sont efficaces pour controler les forts gradients de den­
site pour les ecoulements a haut nombre de Mach ou de Froude 
mais il est aussi necessaire de stabiliser les composantes de la 
vitesse et la temperature pour des nombres de Reynolds relative­
ment cleves. Dans cette section nous allons nous interesser par­
ticulierement a generaliser la methode S.U.F.L. pour l'appliquer 
au systeme d'equations (2.1) ou (2.4). Le probleme variationnel 
correspondant s'ecrit comme suit: 

( 4.1) 

( Q, e(T ;") + c(l£, 1£, Qe(T) 

1 
+ b(Q, p) + Re a(!!, Q) + e(Q, !!) = ([_, Q) 

- b(l£, q) + ( q, Z) + d(q, u) = 0 

( tf1e(1,: +!!.gLad r) 
+ R'P (gr_ad tf1,md T)- (tf1,pdiv!! + 4>) + h(tf1, T) = 0 

e r 

ou 

( 4.2) 
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De Ia meme f~on, nous posons: 

(4.3) 

h(¢, T) = L f ((!!.~d ¢)Ar(e11
(': + .Y_.~d T) 

K jK 

--1-~T- pdiv!!- 4>))dx. 
RePr 

Dans les equations ( 4.2) et ( 4.3), nous avons: 

et 

A;;= { ~l~ll((r(u;)) pour i =f. j 
pour z = J. 

h 
Ar = 2 II!! II ((r(T)) 

Dans cette formulation, les termes de derivee seconde sont 
calcules a l'interieur des elements. Ainsi, nous rencontrons le 
dilemme suivant: pour les approximations lineaires, ces tennes 
disparaissent et c 'est un signe de faible precision de la methode. 
D'autre part, pour les elements d'ordre superieur, !'implantation 
de Ia methode est relativement lourde. Afin de contourner ce 
probleme, nous proposons de modifier Iegerement la formulation 
ci-dessus. Pour ce faire, la divergence des flux de diffusion sera 
approchee par sa projection sur les polynomes P1 continus. 

Les termes additionnels a Ia formulation variationnelle ( 4.1) 
s'ecrivent en notation matricielle sous la forme: 

ou .A.i est definie ci-dessus comme etant la partie symetrique de 
Ai et T etant une matrice de dimension md * md (avec md = 4), 
reduite dans le cas present a une matrice diagonale definie par: 
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{ 
Tij = Aij pour 1 :::; i,j ~ 3 

Tij = Q pour ~ ou j=4 

T44 = Ar 

Ces termes additionnels comportent l'operateur: 

L f w,i(A:rAj)V:jdX 
K jK 

qui ajoute de la dissipation numerique pour chaque variable dans 
le sens du courant. 

5. methode de resolution 

Le probleme (2.9) comporte plusieurs types de non-linearites. Cer­
tains sont dus aux termes de convection, d'autres sont relies a Ia 
compressibilite du fluide ou du domaine par le biais de !'equation 
d'etat, alors que d'autres types de non-linearites additionnels sont 
introduits par les methodes de decentrage utilisees. Compte tenu 
de ses proprietes de convergence, l'algorithme de Newton-Raphson 
couple a un schema tempore! implicite pourrait etre efficace pour 
resoudre ce probleme. Cependant, dans le cas present, !'implan­
tation n'est pas evidente en pratique, si bien que nous sommes 
amenes a utiliser d'autres variantes plus maniables. Pour ce faire, 
une methode quasi-Newton, en se basant sur l'algorithme GMRES 
de Saad et Schultz [8] (Generalised Minimum RESidual Method), 
est developpee (voir aussi Zdenek et al [9]). En effet, la mise en 
oeuvre de la methode de Newton-Raphson necessite le calcul des 
premieres variations de toutes les fonctionnelles presentes dans la 
formulation dont les expressions analytiques exactes sont ardues 
a obtenir, specialement en presence d'une methode de decentrage. 
D'autre part, la resolution directe du systeme (4.1) necessite un 
stockage de matrices de grandes dimensions surtout pour les ap­
plications industrielles. La methode GMRES permet d'eviter ces 
difficultes; elle ne necessite que le calcul de vecteurs residus suc­
cessifs et des produits scalaires. Nous ne presentons pas plus de 
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details etant donne que cet aspect n'est pas vraiment une contri­
bution originale de cet article. 

6. Resultats numeriques 

Nous nous interessons a l'etude du comportement numerique de la 
methode de stabilisation S. U .F .L; celle-ci devra permettre la sim­
ulation d'ecoulements compressibles visqueux et d'ecoulements a 
surface libre dans une large gamme de nombres de Mach ou de 
Froude caracterisant les ecoulements transsoniques ou transcri­
tiques, et eventuellement elle pourra s'etendre jusqu'a la frontiere 
supersonique ou supercritique. 

Les essais portent sur des ecoulements externes autour d'un 
profil N ACA-0012. Le maillage utilise comporte 8150 elements, 
ce qui nous a permis de bien capter le choc, aussi bien que la 
couche limite et le sillage. Le meme domaine sert pour traiter 
le probleme analogue d'ecoulement isotherme a surface libre et 
a profondeur constante autour d'une pile de pont presentant un 
profil aerodynamique; dans ce cas, nous negligeons les frottements 
du fond (c--+ oo). 

Les conditions aux limites utilisees sont les suivantes: 

sur la partie amont de la frontiere r~: 

ecoulements compressibles-visqueux, 

P = Poo = 1 

1 1 
T = Too = -y(l _ 1) M&, 

ecoulements a surface libre, 
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sur Ia partie aval de Ia frontiere r~: 

sur Ia paroi r B: 

~.n =0 

8T =O 
8n 

!! = 0, (condition d'adherence) 

pour les ecoulements compressibles visqueux 

Les portions de Ia frontiere r sur lesquelles s 'appliquent ces con­
ditions aux limites sont presentees a Ia figure suivante. 

N ous avons effectue une simulation des ecoulements compress­
ibles visqueux et a surface libre a un nombre de Reynolds 500 
et a un nombre de Mach ou Froude 0.85 dans le but de met­
tre a l'epreuve une premiere fois le comportement de Ia formula­
tion. Ces ecoulements sont transsoniques; toutefois, etant donne le 
faible nombre de Reynolds, et done !'influence importante des con­
traintes visqueuses, il n'y a pas de formation d'onde de choc. En 
augmentant le nombre de Reynolds, on observe le developpement 
d'une onde de choc (figures 1 et 2 ). La figure 3 montre 
une comparaison des resultats des coefficients de pression avec 
ceux de Cambier[lO] et de Boivin[ll] pour Re = 2000. A par­
tir d'un nombre de Reynolds Re = 2000, l'ecoulement a surface 
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libre presente un sillage instationnaire, l'onde de choc est relative­
ment mince et subit une pulsation laterale (figures 4 et 5). Pour 
l'ecoulement compressible visqueux, le phenomeme de sillage in­
stationnaire se produit a un nombre de Reynolds Re = 2500. Ces 
phenomenes sont plus apparents pour un nombre de Reynolds 
Re = 10000 comme le montrent les figures 7 a 10. La figure 9 
montre la repartition des coefficients de pression respectivement 
sur l'intrados et !'extrados. Des champs de vitesse a deux in­
stants differents sont presentes aux figures 8 et 11. qui montrent 
le decrochement de tourbillons alternes au sillage. On remarque 
en particulier aux figures 7 et 10 l'effet de pulsation laterale de 
l'onde de choc et l'extreme minceur de la couche limite. Remar­
quons aussi la presence de poches supersoniques et supercritiques 
dans le sillage. 

Remarque 6.1 

Dans !'ensemble des figures, une isoligne plus foncees et brisee 
par endroit marque l'isovaleur unite. 
Bien que les phenomenes de choc et de sillage sont similaires en 
ecoulements a surface libre et compressibles ils ne sont pas pour 
autant parfaitement identiques, ceci s'explique par le fait que les 
equations d'etat respectives sont differentes. 1 

7. Conclusions 

Nous avons developpe une formulation d'elements finis unifiee 
pour resoudre les equations de Navier-Stokes et de Saint-Venant. 
Ces equations utilisent les variables (!!, (J, T) au lieu des vari­
ables primitives classiques. La discretisation doit toutefois utiliser 
des approximations polynomiales respectant la condition inf -
sup. La methode de stabilisation S.U .F.L est basee sur l'idee du 
decentrage amont combine avec une technique de limiteur de flux. 
Elle n'introduit la diffusion numerique que lorsque celle-ci est vrai­
ment necessaire. La version actuelle de la methode S.U.F.L nous a 
permis de simuler des ecoulements transsoniques ou transcritiques 
instationnaires a des nombres de Reynolds eleves. Les resultats 
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numeriques obtenus demontrent la finesse de la methode de stabil­
isation S.U .F.L. et la possibilite d'exploiter l'analogie qui existe 
entre les ecoulements compressibles visqueux et les ecoulements 
a surface libre. Les travaux sont en cours pour amc:Hiorer la ro­
bustesse de la methode et pour tester d'autres types de detecteur 
et de fonction de diffusion. 
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Figure 1: Ecoulements compressibles-visqueux 
a) iso-bares, b) iso-Mach, Re=2000, M a=0.85 
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Figure 2: Ecoulernents cornpressibles-visqueux 
Vitesse, Re=2000, Ma=0.85 
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Figure 3: Ecoulernents cornpressibles visqueux 
Cp, Re=2000, M a=0.85 
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Figure 4: Ecoulements a surface libre 
a) iso-bares, b) iso-Froude, Re=2000, Fr=0.85 
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Figure 5: Ecoulements a surface libre 
Vitesse, Re=2000, Fr=0.85 
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Figure 6: Ec,mlements a surface libre 
Cp, Re=2000, Fr=0.85 
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0 

Figure 7: Ecoulements compressibles-visqueux 
a) iso-bares, b) iso-Mach, Re=lOOOO, Ma=0.85 
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Figure 8: Ecoulements compressibles-visqueux 
Vitesse a deux instants differents 
a) et b), Re=lOOOO, M a=0.85 
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Figure 9: Ecoulements compressibles-visqueux 
Cp, Re=lOOOO, M a=0.85 
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Figure 10: Ecoulements a surface libre 
a) iso-bares, b) iso-Froude, Re=lOOOO, Fr=0.85 
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Figure 11: Ecoulements a surface libre 
Vitesse a deux instants di:fferents, Re=lOOOO, Fr=0.85 




