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RESUME. La construction de modeles et leur simulation numerique sont plus que jamais des activites 
majeures en mecanique. Une preoccupation constante, tant au niveau industriel qu'a celui de Ia 
recherche, a ete de maitriser ces mode/es qui peuvent aujourd'hui atteindre une tres grande complexite. 
u fait nouveau est que sont apparus, depuis une quinzaine d'annees, des outils veritablement 
quantitatifs pour apprecier Ia qualite d'un modele, Ia reference pouvant etre experimentate ou 
theorique. Deux themes ont ete retenus pour i/lustrer ces nouvelles demarches : /e controle adaptatif 
de modelisation elements finis, c'est-a-dire Ia maitrise du calcul proprement dit, et /e controle
recalage de modeled partir tk resultats experimentaux. 
Apres avoir presente l'etat de /'art et /es problemes de recherche, nous detaillons /'approche 
developpee au l...M.T. de Cachan qui est fondee sur Ia notion d'erreur en relation de comportement et 
sur des techniques associees. Differents exemples i/lustrent /es possibilites de ces nouveaux outils. 
Cet article a fait /'objet d'une conference, d /'occasion du cinquantenaire du l..MA-Marseil/e, en avril 
1991. 

ABSTRACT. Today, the construction and numerical simulation of models is, more than ever, a major 
activity in the field of mechanics. A constant concern in both industrial and research environments 
has been the control of these models, which can, nowadays, reach very high levels of complexity. A 
new factor during the past fifteen years has been the development of truly quantative tools for 
testing the quality of a model either theoretically or with the help of experiments. The following 
two themes have been used to illustrate these new procedures : the adaptative control of finite 
element modeling (i.e. the control of the actual calculation), and the control and adjustment of 
models based on the results of experiments. 
After presenting the state of the art and the difficulties involved in research, we explain in tktail the 
approach developed at L.M.T. of Cachan, which is based on the concept of error in constitutive 
relations and associated techniques. Various examples illustrate the possibilities afforded by theu 
new tools. 

MOTS-CLES: mecanique, erreur a posteriori, adaptativite, correlation modelelessais, recalage, 
mail/age, vibrations. 
KEY WORDS : mechanics, a posteriori errors, adaptativity, model/test, correlation, ajustement 
technic, mesh, vibrations. 

Revue europeenne des elements finis. VoL 1 -no 1/1992 p. 9 a 30 



10 Revue europeenne des elements finis. Vol. 1 - n° 1/1992 

1. Introduction 

En mecanique, comme en d'autres domaines, les nouvelles possibilites en matiere 
de simulation expliquent l'exploitation, aujourd'hui banale et quotidienne, de 
modeles juges tres complexes il y a seulement 10 ans. Au niveau industriel, une 
modification profonde des methodes de travail est perceptible, notamment dans Ies 
bureaux d'etudes. Cet engouement, qui ne fait que debuter, suit l'evolution 
extraordinaire de l'informatique tant au niveau des materiels que des logiciels. La 
confiance dans les calculs s'est accrue et Ia simulation joue un role de plus en plus 
fort au detriment des essais, beaucoup plus couteux. Malgre tout, ces demiers 
resteront indispensables, ne serait-ce que pour valider et controler le modele qui a ete 
construit. Le dialogue calcul-experience est en train de changer : une tendance est, 
semble-t-il, de faire moins d'essais, mais de Ies faire mieux, notamment en 
s'appuyant sur le calcul lui-meme. Pour illustrer ce nouveau dialogue, nous 
traiterons du contrOie et de l'amelioration de modeles elements finis des vibrations de 
structures complexes, a partir de resultats d'essais sur les premiers modes et 
frequences propres. 

Pour representer un probleme physique, il n'existe pas un modele mais une 
cascade de modeles. Les imperatifs d'ordre pratique et le souci d'exploiter certaines 
situations particulieres conduisent souvent a l'introduction, dans un premier modele 
<que l'on peut qualifier de reference), d'hypotheses simplificatrices supplementaires, 
dites de condensation, qui definissent un nouveau modele plus abordable. 11 en est 
ainsi des hypotheses de passage d'un modele continu, qui decrit un milieu soumis a 
un environnement donne, a un modele elements finis, oil interviennent des 
parametres comme taille et type des elements, nombre des iterations, duree des 
increments, ... 

Une question importante est bien evidemment de ne pas denaturer le modele de 
reference et done de controler les hypotheses simplificatrices supplementaires. Vu 
l'immensite d'un tel sujet - sur lequel nous n'avons aujourd'hui que des reponses 
partielles -, cette presentation est volontairement tronquee ; le choix s'est porte sur 
Ia fiabilite et Ie controle de modeles elements finis, c'est-a-dire sur Ia maitrise du 
calcul proprement dit. Des progres considerables ont ete faits depuis une quinzaine 
d'annees et on peut imaginer que dans un avenir proche - au moins pour les 
problemes lineaires - le maillage et sa realisation ne seront plus a Ia charge de 
l'utilisateur qui se bomera a afficher une valeur caracterisantla qualite demandee. 

2. Controle de modeles E.F. 

La situation est decrite en figure 1. 
D'un cote. Ia structure reelle est modelisee ; Ia solution de reference est constituee 

par un champ de deplacement U et un champ de contrainte a. U est cinematiquement 
admissible, c'est-a-dire verifie Ies equations de liaison tandis que a, statiquement 
admissible, verifie les equations d'equilibre. De l'autre cote, Ia modelisation E.F. qui, 
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MODELISATION DE LA 
STRUCTURE REELLE 

Solution "Exacte" 

U Deplacement C.A. 

a Contrainte S.A. 

a= A[E(U) 1 

DISCRETISATION 
ELE:'vlENTS FINIS 

Solution "Elements 
Finis" 
Uh Depl:~cement C.A. 

ah!E = A[ E(Uh!E ) 1 

ah non S.A. 

A, Operateur de Ia loi de comportement 

Figure 1. Presentation du controle de modele E.F. 

pour Ia version Ia plus utilisee, Ia methode des deplacements, conduit a un 
deplacement Uh et une contrainte Ob oil Uh est C.A. Par contre, Ia contrainte IO'b 

ne verifie pas les equations d'equilibre. 
La premiere question, tout a fait h!gitime, est de savoir si Ia modelisation E.F. 

donne des resultats corrects, c'est-a-dire suffisamment proches de Ia solution de 
reference ; c'est le probleme de I' evaluation de Ia qualite de Ia modelisation E.F. Dans 
Ia mesure oil I' on sait repondre a cette question, on peut passer a un probleme plus 
difficile : comment realiser un maillage qui, tout en assurant Ia qualite demandee, 
minimise le cout des calculs. 

2.1. Probleme de base 
l'erreur 

definition et evaluation d'une mesure de 

Deux situations se presentent seton que l'erreur est evaluee avant ou apres avoir 
effectue le calcul E. F .. Dans le premier cas, les erreurs sont qualifiees de a priori et 
on en a aujourd'hui des evaluations grossieres. La seconde situation est plus 
favorable, car on peut utiliser une information supplementaire, la solution E.F. Uh, 

Ob. C'est le domaine des erreurs a posteriori. Les premieres recherches sont apparues 
il y a une dizaine d'annees et on peut dire que dans un avenir proche, au moins en 
lineaire, les codes de calcul industriels contiendront des outils d'evaluation d'erreur. Il 
y a, en schematisant, trois demarches : 
- - la premiere est basee sur la notion d'indicateur d'erreur assode a Ia verification 

des equations d'equilibre (voir Babuska et Rheinboldt 1978, Babuska 1986, 
Zienkiewicz 1983-1986, Kelly 1983, Miller 1981, Szabo 1986); 

- la seconde est fondee sur le concept d'erreur en relation de comportement et sur 
une technique associee de construction de contraintes S.A. (voir Ladeveze 1975, 
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1983, 1986, 1989- Guezel 1981 - Bussy 1984- Coffignal 1986- Pelle 1985, 
1988, 1989). 

- Ia troisieme est construite sur le defaut de regularite de Ia solution elements 
finis (voir Zienkiewicz- Zhu 1987, Zhong -Beckers 1990). 

Notion d'indicateur d'erreur. Le probleme de reference, suppose lineaire, peut 
s'ecrire formellement 

L [U] = f 
ou fest Ia charge donnee, L l'operateur integro-differentiel et U ce que I' on cherche. 

L'erreur W = U- Uh est Ia solution de : 

L [W] = f- L[Uh1 

Le second membre est le residu, dont Ia nullite entraine celle de l'erreur W. Le 
probleme est de definir une norme pour l'evaluer. Prenons l'exemple de l'elasticite : 

Figure 2. Probteme etudie 

La structure, de domaine .Q, est soumise a des forces volumiques fd eta des forces 
surfaciques Fd sur Ia partie a2n de Ia frontiere. Sur Ia partie complementaire, le 
deplacement Ud est impose. Toutes les quantites indexees par "d" sont des donnees. 
L'erreur W est alors solution du probleme : 

Trouver wE w = {W' I nul sur a.n + Regularite} 

'V W* E w 

I Tr [ K £ (W) £ (W*) 1 dO = 
n 
I fd. W* dO + I F d' W* dS - I Tr [ ah £ (W*) 1 dO 

n a2n n 

Le second membre, c'est-a-dire, le residu est nul si Ia contrainte E.F. verifie les 
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equations d'equilibre. L'indicateur d'erreur usuel est construit a partir d'un indicateur 
d'erreur local associe a !'element note E : 

[ div Oh + fd ]2 d!l + b 2 J [OhN- F ]2 dS 
(}E 

ou a, b : constantes 

cr* 2 = -
1
- J Tr [ oc.-I O'h Oh I d!l 

h rnesn n 

L'effort F est egal a Ia contrainte normale relative aux elements adjacents. Si la 
partie de ()E est dans a2.o.. Fest egal a !'effort donne F d' Le residu "frontiere" est 

pris nul si la partie consideree de ()E est dans a1n. L'indicateur d'erreur global est 
alors: 

et on a: 

12 =I IE2 

E 

I= 0 ~ (Ub. O'b) :solution exacte 

Le terme "indicateur d'erreur" vient du fait qu'un tel choix est quelque peu 
artificiel. 11 n'y a pas de choix qui mecaniquement s'impose ! Les principales 
questions portent sur les liens entre l'indicateur d'erreur I et l'erreur classique en 

solution (
11 

Ull ~~lh II) Egalement lie ace probleme, celui de Ia determination 

des valeurs optimales des constantes a, b associees a une valeur quasi constante du 
rapport entre indicateur d'erreur et erreur en solution. Une reflexion est aussi menee 
sur Ia construction d'autres indicateurs d'erreur, plus performants que ceux que l'on 
connait actuellement. 

Notion d'erreur en relation de comportement. Le premier point est que I' on associe a 
. A A 

Ia solution E.F. uncouple deplacement-contrainte (Ub. Ob) qui verifie exactement 
Ies deux premieres equations. II n'y a pas de difficulte pour !'equation de liaison car 
onprend: 

II 
Par contre, le champ de contrainte o h est issu d'une technique generale de 

construction. Cette technique est explicite et met en jeu Ies donnees du probleme 
ainsi que Ia contrainte E.F. Ob ; on utilise notamment le fait que Ia contrainte E.F. 
verifie en moyenne les equations d'equilibre. Cette technique est exploitee dans le 
calcul de charges limites par Maunder (1991). 
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Ainsi Je doute est focalise sur Ia verification de Ia relation de comportement ; on 
pose 

Si l'erreur en relation de comportement !Eh est nulle sur n, ii est clair que Ia 
solution E.F. co'incide avec Ia solution exacte. De plus, pour evaluer cette erreur, 
dont )'interpretation physique est particulierement nette, il existe, contrairement au 
cas precedent, des mesures qui, sur le plan mecanique, s'imposent : les mesures 
energetiques. 

L'erreur globale en relation de comportement est alors : 

lllEhll 2 
Eh2= ------~~~~-----

11 ~h + lK e(0h) 11 2 

Une erreur locale peut etre definie a partir des contributions des elements : 

Tlh =sup [ EEh (mes ~) 112] 
E mes 

Le lien avec J'erreur classique en solution se traduit au niveau global par le 
theoreme de Prager-Synge 1947: 

II trJ - t!Jh 11
2 + IIU - uh 11

2 

II a- trJh* II 

II 0' h * II 

II existe egalement des liens entre les erreurs locales, mais il s'agit d'inegalites. 
En outre, il est a noter que Je rapport des erreurs globales en relation de 
comportement et en solution est quasi constant ; )'experimentation numerique 
conduit a une valeur qui oscille entre 1,2 et 1,5. 

Si on compare Jes demarches, Ia premiere et Ia demiere sont indiscutablement les 
plus aisees a mettre en reuvre. La seconde est plus generale et s'etend simplement 
aux problemes de dynamique, aux problemes non Iineaires (plasticite, visco
plasticite, ... , grandes transformations) et aux formulations mixtes. Le surcofit dfi a 
l'evaluation de J'erreur est extremement faible, quelques pour-cent du cofit total. 

Pour montrer que la deuxieme voie n'est pas limitee aux problemes Iineaires 
statiques, considerons pour commencer le cas de Ia dynamique lineaire. La notion de 
contrainte S.A. n'a plus de sens, Jes equations d'equilibre contenant un terme 
d'acceleration. un terme en deplacement. Elle est remplacee par le concept de couple 
deplacement-contrainte admissible sur [O,T] couple qui verifie globalement Jes 
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equations d'equilibre et de liaison et les conditions initiales. L'erreur en relation de 
comportement s'ecrit alors : 

Si Ia plasticite ou Ia viscoplasticite est egalement introduite, le seul point a 
modifier conceme Ia mesure de l'erreur en relation de comportement. Les norrnes en 
energie ne conviennent plus ; on leur substitue par exemple des mesures associees a 
l'inegalite de stabilite de Drucker, inegalite verifiee par Ia quasi-totalite des modeles 
de plasticite et de viscoplasticite. Ce type d'erreur a ete introduit par Ladeveze (1985) 
et utilise dans l'optimisation de maillage en plasticite par Coffignal 1986 (voir aussi 
Ladeveze et at. 1986). D'une fa~on generale, Ia quantite 111Eb'tll2 s'ecrit : 

't 

II IEh'tiF = J d t 
0 

" ~ ~ " ou (Q'h. ~h) sont associees sur [O,T] a (£(Uh), O'h) par Ia relation de 
comportement. 

Notion d'indicateur d'erreur associe au defaut de regularite. L'indicateur d'erreur global 
est de Ia forme 

II Gh - 0' h II 
I -------

h - II ( (} h *) II 

(Jh* = t (qh + O'h) 

ou qh est Ia projection sur les fonctions de base de Ia contrainte elements finis (Jh· 

En pratique, cette operation de projection est faite de far;:on approchee. Cet indicateur 
comme les premiers que nous avons presentes est tres simple a calculer. Toutefois, 
il est peu "mecanique" ; il contredit le fait que Ia contrainte exacte n'est pas 
necessairement reguliere, ce qui est le cas pour une structure constituee de sous
structures faites de materiaux differents. Une autre difficulte concerne l'analyse de 
maillage grassier car, dans le cas limite ou il y a un seul element, l'indicateur 
d'erreur a pour valeur zero. 

REMARQUE.- Differents types d'erreur, d'indicateur d'erreur, d'estimateur d'erreur 
existent actuellement ; une question qui commence a etre abordee est de preciser 
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leurs qualites et leurs Iimites respectives. Certes pour les situations banales, ils sont 
tous equivalents, mais i1 n'en est pas de meme dans !'analyse de zones a fort gradient 
ou dans !'usage d'elements aplatis ou encore en mecanique non-Iineaire. Une 
premiere etude [Zhong 1991] portant sur Ia comparaison d'indicateurs du ter et 3e 
type conclue a uncertain avantage des premiers. 

2.2. Generation de maillage 

En application des methodes d'evaluation d'erreur. il est interessant de controler, 
de piloter les parametres de Ia modelisation E.F .• a commencer par ceux relatifs au 
maillage: 

- nombre d'elements, geometrie et taille. 
-type d'element (richesse en fonction de base). 

Deux methodes sont distinguees : 

h -generation de maillage. Le type d'element est fixe ; on joue sur Ia taille et Ia 
geometrie des elements. 

p - generation de maillage. Le maillage est fixe ; on enrichit Iocalement et de 
fa9on iterative les fonctions de base pour obtenir Ia qualite souhaitee. La precision 
etant relativement mediocre, un nombre important d'iterations (d'une dizaine a 
plusieurs dizaines) est necessaire. Le surcofit reste faible car on utilise des techniques 
iteratives de resolution. A noter que ce type d'eh~ments est appele elements 
hierarchiques. 

Les developpements qui vont suivre conceme Ia h - generation de maillage. Le 
probleme est de construire un maillage (qualifie d'optimal) tel que Eh =Eo, (Eo etant 
Ia precision imposee) et que le nombre d'elements soit minimum 

Le schema decrit en figure 3 presente Ia demarche. 

Le point de depart est toujours un premier maillage, un premier calcul. L'analyse 
definitive est faite au demier niveau. Ainsi. a partir des donnees de Ia solution E.F. 
pour le maillage grassier, on calcule Ia carte des erreurs locales associee a cette 
premiere analyse. Introduisant Ia precision imposee, on en deduit Ia carte des 
coefficients de modification de taille. Un generateur geometrique de maillage realise 
effectivementle maillage en suivant ces instructions etl'analyse finale peut debuter. 

Pour le calcul des coefficients de modification de taille, on s'appuie sur des 
resultats theoriques quant au comportement asymptotique de l'erreur locale. Le 
comportement de l'erreur locale est pris de Ia forme : 

ou p depend du type d'element mais aussi du gradient de Ia solution. Dans Ia 
pratique, Ia valeur a utiliser est difficile a apprecier ; par contre, Ia valeur asymp
totique (h ~ 0) est generalement bien connue. Cette dependance par rapport au 
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Premier Calcul 

Maillage grossicr T 

uh crh 

+ 
( Calcul des erreurs 

~ 
ModiricationT_.T" 

• 
rF. = hr./h F. 

tel que : 

• E = Eo 
No MINIMUM 

~ 
Construction de T

0 

et 

nouveau calcul 

Figure 3. Schema de Ia h-version de remai//age 

gradient de Ia solution est essentielle des qu'on utilise des elements autres que PI et 
QI [Coorevits- Ladeveze- Pelle 1992). 

La figure 4 traite d'une structure relativement simple, maillee avec des elements 
P2. L'erreur imposee eo est de 2 %. La verification conduit a une erreur globale tres 
voisine et a une carte de coefficients de modification de taille ou les valeurs restent 
proches de I. Ia situation ideale. La figure 5 montre le cas d'une structure plus 
complexe. Le maillage optimal prevu par Ia theorie respecte bien les contraintes 
imposees ; un tel exemple est significatif des possibilites de ces methodes. Une 
iteration suffit generalement ; dans les cas exceptionnels ou le premier maillage est 
trop grossier. une etape intermediaire utilisant egalement un maillage grossier est 
mise en place. Tous les exemples presentes dans cette partie ont ete traites dans 
[Rougeot 1989) et [Coorevits- Ladeveze- Pelle 1992). 

Le gain apporte par les maillages optimises est tres important en lineaire et plus 
encore en non-lineaire. La figure 6, certes sur un exemple particulier, montre que 
pour une erreur de 2 %.1e rapport des coOts calcul depasse 100. 

D'autres resultats concement Ia comparaison des performances des elements et, 
notamment, apportent une reponse au moins partielle a une vieille polemique: vaut
il mieux utiliser des elements tres rustiques en grand nombre que peu d'elements 
sophistiques. La figure 7 donne les courbes temps de calcuVerreur pour les elements 
les plus courants. Ia technique de resolution etant Ia plus usuelle. Sur tous les 
exemples traites, les resultats sont identiques : il n'est pas efficace d'utiliser les 
elements les plus simples. Que prendre ? Les courbes relatives aux elements de plus 
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Maillage optimise 814 ele:we:::.s s'.x noeuds 

1741 noeuds E = 2.03% 

Figure 4. Analyse d'une dent d'engrenage (precision souhaitee 2 %) 
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BARRAGE BI-MA TERIAUX :precision souhaitec Eo= 4% 

Maillage optimise 2808 Clements tro!s noeuds 

1517 noeuds e = 4.47% 

Figure 5. Analyse d'un barrage (precision souhaitee 4 %) 

Cane desrE 
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20 

10 

Trian~:Jcs 11 6 Nocuds *'"\ 
D Maillngcs rcgulicrs \ __ 

2 * Maillagcs optimises 
-----~--'-----""'- - - - f -- - - - - -

0 
10 100 1 000 10 000 

Figure 6. Erreur enfonction du nombre de ddl 

ddl 

en plus sophistiques se situeraient sur Ia gauche et tendraient vers une asymptote. 
Certains pn!tendent qu'il est interessant de prendre des elements dont les fonctions de 
base sont des polynomes de degre depassant 8, mais il s'agit Ut d'une question 
ouverte. 

encur% 

I 
10 

Triangle 

10 l lemps (s) 
D linea:ire 
[J quadl3lique 

Figure 7. Erreur enfonction du temps de calcul pour differents elements 

Tous ceux qui construisent des maillages, et ils sont nombreux, evitent les 
elements degenen!s c'est-a-dire extremement aplatis. Qu'en est-il exactement du point 
de vue de l'erreur ? 

Le maillage decrit en figure 8 contient une zone constituee d'elements aplatis 
(cote/hauteur : 100). Cette zone est positionnee par l'abscisse x et on effectue des 
analyses pour differentes valeurs de x. La courbe x-erreur montre que cette 
perturbation ne conduit a une degradation du calcul que pour des valeurs de x ou il y 
a interaction avec les zones a fort gradient. Ainsi de tels elements aplatis peuvent 
etre utilises. mais sous certaines conditions ; par exemple dans les zones ou le 
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gradient est eleve et quasi uniforme, le maillage devra suivre les courbes ou les 
surfaces orthogonales au gradient. 

La figure 9 donne un exemple en plasticite ou une premiere analyse a ete faite en 
utilisant un maillage optimal en elasticite. La courbe superieure donne pour ce 
maillage l'erreur en fonction du temps. Une procedure de construction de maillage 
optimal voisine de celle utilisee pour les problemes lineaires a ete mise au point par 

E o/o 

60 \ 

\ 
\ 

40 \ 
\ 
\ 

3432 clcmcnl<; 
1817 uocuds 

l'.clils clcmcnl5 : rapport des coles= 100 

20 0
---0 --o--o----o·------o 

, 
0 5 10 

Figure 8. Analyse de l'erreur pour des mail/ages tres deformes 

X 
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i 
/-ca.lcul '"grassier·· 

/ 
,•' , . 

•······ • 10,00':=', ~~----•·•·•· _ 0 .G 

----o-o-o·o·o·o.::: c-c-o·o·c·o·c-... -Eo= 10% 

~"""""' .• ..,<.~J \ / 1 
. ,;. \ /I .1.00~ ·----····· •·•·•·• •·•·•·•·• •·•·•·• • 
..::='-'. · ...• -- 1 """4.03<;;, · \ _ 5"' 
:~ .. ~- ~ 0- .c 
;;::::::-.:.~~:. 0,00,, , I I I , I 

0 20 40 60 10 ICO 120 

le:nps cinemJiique :I\ !Fa 

Mailbge optimise pour E
0 
= 5 'lo 

758 ciangks 430 noeuds E = 4.92 '7o 

Figure 9. Analyse d'une structure elastoplastique 

Evolution d~s erreurs 

Coffignal (1986). Un premier maillage optimal sur l'intervalle [0. T] a ete construit 
pour une precision affichee de 10 % ; Ia figure 9 donne !'evolution de l'erreur pour le 
maillage optimal. Un calcul similaire a ete fait pour une precision affichee de 5 % ; 
le maillage optimal est egalement presentee en figure 9. 

Pour terminer cette partie. nous donnons un exemple industriel traite a 
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coupe I coupe 2 coopcJ 

Figure 10. Analyse d'un bloc de propergo/ 
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I'Aerospatiale - Les Mureaux concernant l'analyse par elements finis d'un bloc de 
propergol. Le probleme est 3D et de geometrie complexe. Le materiau est quasi 
incompressible et une adaptation de notre methode a done ete necessaire [Gastine
Ladeveze - Marin -Pelle 1991]. La figure 10 precise Ia geometrie et Je premier 
maillage qui comprend 17000 tetraMres, soil environ 65000 ddls. L'erreur est 0,28. 

2.3. Quelques problemes ouverts 

- automatisation de Ia realisation de maillage en elasticite 2D et 3D, 
- maiiiage adaptatif en dynamique (generation de maiiiage mobile anisotrope ). 
- generation de maillage pour Ies problemes non-Iineaires et Ies problemes de 

vibration, 
- extension aux formulations mixtes, 
- couplage des outils de prevision de carte des tailles d'element avec les outils de 

generation geometrique de maillage. 

3. Controle de modele par !'experience - recalage 

Les nouvelles possibilites de calcul modifient le dialogue calcul-experience. 
dialogue qui bien evidemment existera toujours. Une tendance est, semble-t-il, de 
faire moins d'essais mais de les faire mieux, notamment en s'appuyant sur Je calcul 
lui-meme. II est clair egalement que Ia confiance accordee aux modeles est devenue, 
pour certains problemes, extremement forte. 

Pour illustrer ce nouveau dialogue, considerons le probleme de controle suivant : 
le modele mathematique est celui des vibrations libres d'une structure complexe qui 
par elements finis se resume en deux matrices, une matrice de rigidite et une matrice 
de masse. A cote de cette moctelisation, des essais ont ete effectues, Jes resultats 
portant generalement sur les premiers modes et frequences propres. Des differences 
sensibles avec les previsions du modele peuvent apparaitre ; elles sont dues aux 
defauts de modelisation inherents a certaines parties difficilement modelisables, 
comme les assemblages, ou meme a de simples erreurs dans Ia manipulation des 
donnees lors du calcul. Le probleme est alors d'ameliorer le modele mathematique et 
de trouver les parametres structuraux qui realisent le minimum : 

mini ecart (calcul, experience) 

Un tel probleme est ne dans Jes annees 1980 et differents travaux lui sont 
consacres comme : 

-[Baruch 1982, Berman 1971, Chen 1983] (approche directe) 
- [Zhang-Lallement-Fiiiod-Piranda 1987] (linearisation et methode de sensibilitt~) 
- [Berger-Barthe-Ohayon 1987] (residu des equations d'equilibre) 
- [Ladeveze-Reynier 1989] (erreur en relation de comportement et techniques 

associees) 
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Figure 11. Contro/e et correction d'un rrwdele de vibration 

II s'agit d'un probh~me d'optimisation mal pose. Pour les structures complexes. il 
n'est pas possible de mettre en doute tousles parametres structuraux, Ia question cle 
est de localiser les zones erronees. Une telle question est a rapprocher du controle de 
maillage, ou il s'agit de detecter les zones incorrectement maillees, soit avec un 
maillage trop fin, soit avec un maillage trop grassier. Dans cette presentation, nous 
ne decrirons pas en detail les methodes mais nous essayerons de montrer leurs 
possibilites sur un exemple. Les resultats sont tires de [Ladeveze-Reynier 1989]. 
Le point majeur est Ia definition d'une erreur calcul - experience ; une grande 
majorite de travaux utilise Ia methode des moindres carres ce qui signifie que Ia 
fonction utilisee, ecart (calcul, experience), est relativement simple a calculer, mais 
en contre-partie n'a pas une signification mecanique profonde, ce qui a des conse
quences sur Ia qualite de la prediction des zones erronees. Les approches fondees sur 
!'evaluation du residu des equations d'equilibre et sur Ia notion d'erreur en relation de 
comportement sont les analogues des deux premieres methodes d'evaluation d'erreur 
presentees dans Ia premiere partie consacree au controle de modeles elements finis. 
Leur mise en reuvre demande un effort numerique plus important, particulierement 
pour Ia methode developpee a Cachan, mais ces methodes conduisent a de tres 
bonnes predictions. 

La methode developpee a Cachan a ete introduite dans Ladeveze 1983 et 
developpee par Ia suite, notamment pour Ia procedure de correction dans [Reynier 
1989] ; elle part d'une constatation, egalement exploitee par d'autres auteurs : 
les frequences mesurees sont d'excellente qualite, ce qui n'est pas le cas des modes 
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mesures. Ainsi, le premier point est d'imposer en tant que valeurs "exactes", les 
trequences mesurees. 

Considerons Ia pulsation experimentale .w_. On lui associe l'espace Am des 
couples deplacement - contrainte (en fait des amplitudes) qui verifient les equations 
d'equilibre et de liaison. La qualite d'un couple deplacement - contrainte (U, u) 
appartenant a A.w_ est alors evaluee par l'erreur globale modifiee en relation de 
comportement : 

"' (U, 0') = II 0' - K E(U) 11 2 + ~ 111 nu -ill.!. 1112 

Le premier terme est Ie carre de l'erreur globale en relation de comportement, r est 
un coefficient (generalement 0,5) qui caracterise Ia qualite des valeurs mesurees Ill.! ; 
n est un operateur de projection qui permet de comparer les valeurs experimentales 
lll! avec celles donnees par U (les quantites mesurees donnees sont soulignees). 

Toutes les normes sont des normes en energie. Notons que le choix de n et de 
Ill Ill est mineur. 

A Ia pulsation experimentale 1Q., on associe un couple deplacement- contrainte 
Um, O'!ll qui minimise sur Ailll'erreur modifiee en relation de comportement. Ce 
couple deplacement - contrainte peut etre aisement calcule sur une base modale 
tronquee associee au modele initial. 

L'erreur relative au mode 1Q. est : 

avec En : energie de deformation, Ec : energie cinetique 
Sur les modes mesures, l'erreur globale est : 

ou N est le nombre de modes mesures. Si l'erreur globale est plus petite que Ia 
precision imposee eo, le modele elements finis est considere com me satisfaisant vis
a-vis des donnees experimentales et tout processus de recalage est inutile. Notons 
que eo doit etre compatible avec Ia qualite des resultats experimentaux. 

Pour simplifier Ia presentation de Ia methode, les conditions d'orthogonalite 
verifiees par Ies differents modes n'ont pas ete considerees. Nous Ies introduisons en 
ordonnant les modes en fonction de leur qualite definie par eill ; les conditions 
d'orthogonalite sont alors introduites par le biais de multiplications de Lagrange. 

Les erreurs locales sont evaluees par : 

e2 = r e~ 
E 
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ou eE designent Jes contributions des elements ou des sous-structures a l'erreur e. Les 

zones les plus erronees sont associees aux valeurs maximales de eE. 

La demarche de correction est iterative. Elle consiste a chaque iteration a detecter 
les zones les plus erronees et a definir pour ces zones les parametres structuraux a 
recaler. Les valeurs "recalees" de ces parametres sont alors obtenues en minimisant 
l'erreur globale e sur !'ensemble des parametres structuraux admissibles. Le 
processus est stoppe des que l'erreur globale sur !'ensemble des modes mesures e est 
plus petite que Ia precision imposee. En pratique, quelques iterations suffisent. 

L'exemple decrit en figure II est un systeme de barres travaillant en tension
flexion. Il a servi de test dans un groupe de travail europeen sur le recalage ; d'autres 
exemples traites dans ce groupe GARTEUR sont developpes dans [Ladeveze, 
Reynier, Berger, Ohayon, Quetin, Barthes, 1991). Les resultats experimentaux 
foumis etaient simules en introduisant des perturbations de 100% sur les sections et 
de 50 % sur les moments d'inertie dans les zones indiquees. Cinq modes 
experimentaux sont donnes. Dans l'exemple simple considere ici, seules les valeurs 
"reelles" des sections sont differentes des valeurs prises en compte dans le modele 
theorique ; l'erreur sur les sections est de 150 %. L'erreur globale en relation de 
comportement est de 0,055 ; Ia carte des erreurs locales est donnee figure. On detecte 
bien les zones erronees. Le processus de correction necessite dans ce cas une seule 
iteration. Notons que Ia dimension de Ia base de calcul pour l'erreur ella correction 
est de 30. D'autres exemples beaucoup plus complexes sont traites dans Nedjar 
1992. 

Quelques exemples de probletnes ouverts 

-extensions tant en statique qu'en dynamique aux problemes non-lineaires, 
- methodes pour !'analyse des structures floues. flou signifie ici partiellement 

indetermine (exemple : assemblages avec jeu). Peu de travaux sont menes actuel
lement dans ce domaine tres important pour les applications, par exemple [Wozmak 
1983, Soize 1986]. 

4. Conclusion 

La fiabilite et le controle de modeles a toujours ete un souci majeur, 
particulierement en mecanique. Les outils, jusqu'a ces demieres annees, etaient tres 
limites ; ils etaient reduits a une simple argumentation dans un cadre d'hypotheses 
bien structurees, soit qualitative, soil associee a des confrontations experimentales. 
L'enjeu est important : il s'agit de maitriser ces modeles qui, numerises, sont a Ia 
base de bon nombre d'activites scientifiques et industrielles et dont l'essor est 
extraordinaire. Ce qui a change depuis 15 ans, c'est !'apparition de nouveaux outils 
veritablement quantitatifs, en relation generalement avec le concept d'erreur a 
posteriori. Actuellement on ne voit pas d'obstacle pour que ces outils aient un 
retentissement dans des domaines de plus en plus nombreux. 
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